本书说明 


本书前身《微分拓扑讲义》序言 谈到： 作为研究生基本课程的 
教材，应该有宽广的适应面，希望能兼顾“基本概念与基本技术”和 
“解决重要的问题”等方面.序言还特别强调了教材的启发性.本书 
对所述这些方面作了进一步的努力.适当增加了一些重要 内容； 并 
对某些在理解上可能产生困难的内容作了更多的启发式说明. 

本书增补的参考文献 [ Ko ]， 是一本1993年出版的书.该书作 
者 Kosinski 在引言中 谈到： 每个数学领域在飞速发展时期之后总 
会留下一些空缺与不足之处，诸如“口传定理”以及某些不完整甚 
至不正确的证明.对于一个有时把“容易看出”当作证明方法的学 
科尤其如此.该书的作者希望能填补某些空缺.但他深感“精确细 
致”与“迂腐”之间的界限往往很不容易区分.笔者赞赏 Kosinski 

的见解和所作的努力 .笔者强调 指出： 既要精确细致，又不要陷入 
迂腐，关键在于重视叙述的启发性. 

呈现在读者面前的这本《微分拓扑新讲》，与《微分拓扑讲义》 
相比增加了不少内容.第一章新增加的附录，首先介绍函数芽 
(germ) 的概念，使得有关的叙述与讨论在逻辑上更为严谨 ； 随后 
较具体地介绍余切空间的概念.本书的第一章，第二章和全书最后 
的附录 S 可以作为流形论的一个简明扼要的导引.第四章新增加 
较长的附注 4 _ 4 ,对向量丛的抽象概念与具体体现之间的联系作 
启发式的说明.第六章新增加了介绍带边流形的领圈邻域与倍流 
形的一节;有关 Morse 函数的一节也增加了一些内容.其他新增 
加的内容还很多，这里就不再 一一 列举了.除了新增加的材料而 
外，叙述中还随处补充了一些简明的启发性的说明与附注. 

本书前身《微分拓扑讲义》曾于2000年荣获中华人民共和国 



教育部颁发的科学技术进步奖二等奖.本书在其基础上又作了进 
一步的努力，希望能为读者提供一本选材更充实丰富，叙述更具有 
启发性的教材与参考书. 

《微分拓扑讲义》序言的基本叙述完全适用于此书，因此将其 
稍作修改仍作为本书的序言. 


张筑生 

2002年1月于北京大学 
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微分拓扑是20世纪成就和影响最大的数学分支之一.因与微 


分拓扑有关的研究而获得 Fields 奖殊荣的数学家就有好几位.许 
多国家的著名大学都将“微分拓扑”列为大学生和研究生的重要课 

程并且列为博士资格考试的重要科目.微分拓扑在其他学科领域 
也有重要的应用.1983年诺贝尔经济学奖的得主 Gerard Debreu 

在获奖演说中，对于微分拓扑的方法帮助他实现关键性的突破曾 
有生动的描述.（该获奖演说的译文“数学思辨模式的经济理论”载 
于《数学进展》杂志第17卷第3期 （1988 年7月 ）.） 

微分拓扑的教材，较早且影响深远的有1958年 Miln 0r 在 
Princeton 大学讲授微分拓扑的讲义（序言附记中所列的参考书 

[1]). 到了 20 世纪 60 年代，先后出现了两本讲述微分拓扑的非常 
精彩的小册子. 1963 年出版的 Munkres 的《初等微分拓扑学》(序 

言附记中的[2])，着重介绍某些最基本的微分拓扑技术手段(他所 
称的“初等”技术) • 1965年出版的 Milnor 的《从微分观点看拓扑》 

.( 序言附记中的 [3]) 更为人们所珍爱•该书侧重于用微分的技术手 

段解决拓扑问题，对许多经典的拓扑定理作了简单明快引人人胜 

的处理.稍后出版的微分拓扑教材还有序言附记中列出的[4]，[5] 

和 [6] 等，其中[ 4 ]着重于用微分技术解决拓扑问题（可以看成是 

[3] 的延 伸）； [6] 着重于介绍基本概念与基本 技术; [5] 则对两方面 
都有所兼顾. 

笔者多年来在北京大学给研究生和部分高年级大学生讲授微 
分拓扑课程 • 这本讲义就是整理积累的讲稿写成的.作为研究生基 
本课程的教材，应该有较宽广的适应面.笔者希望能兼顾“基本技 
术”与“解决重要而又有魅力的问题”等方面•序言附记中列出的参 
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考书 [1] 〜 [6] 都可作为阅读本书的重要参考资料(书末还列有其 
他参考文献）.学习这门课程的预备知识是有关微分流形的一些最 
基本的概念与事实.本书的第一章对所需的预备知识作了简单扼 
要的讲解(书中的第一章，第二章和最后的附录 S 是流形论基础知 
识的一个概述).本书第三章至第六章重点讲解微分拓扑学的一些 
最基本的概念并重点介绍一些典型的技巧方法，这些都是学习微 
分拓扑所必须掌握的.第七章至第十二章一方面继续讲解某些重 


要概念，另一方面着重于介绍基本概念和典型技巧方法的广泛应 
用. 各章所证明的著名定理对数学的各分支及其他许多学科的研 
究与应用都是非常重要的.在整理讲稿的时候，笔者曾为叙述的启 
发性而煞费苦心，希望能避免过分的形式化而强调问题的实质.第 
四章讲解向量丛与管状邻域、映射的光滑化与同伦的光滑化等非 
常重要的内容，却从很简单的引例开始，力图做到形象生动并且深 
入浅出.对初学者而言，在各章的学习过程中自己举出一些实例并 
且画一些适当的示意图形以帮助理解，仍然是很有必要的.笔者热 
诚欢迎读者们的意见和建议•笔者诚挚地感谢姜伯驹教授和李忠 
教授对本书出版的支持，感谢责任编辑刘勇所做的细致 工作. 

根据笔者的经验，本书的材料适用于每周授课3学时的一学 
期课程.如果希望对内容作适当的删减以开设一个较少学时的课 
程，那么以下一些建议或许有所 帮助： 

(1) 如果学生对点集拓扑和微分流形的基础知识已经有了较 

好的理解，那么第一章和第二章的大部分内容都不必在课堂上讲 

授， 


<2)第三章和第四章所介绍的嵌人与管状邻域技术是很重要 
的. 但应强调的是 Whitney 嵌入定理与管状邻域定理的结论.可 

以概要介绍这些定理证明的基本思路与重要的技术手段.至于这 
些定理证明的细节处理，在讲课的时候却是大可省 略的. 

( 3 )第五章§ 3和§ 4的材料亦可省略.因为在该章的§ 5中 
利用参数横截定理所作的关于横截逼近定理的证明，适用于无边 
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流形与带边流形这两种情况. 

(4) 第六章§ 4 的材料可以留给学生自己去看，不一定在课 
堂上详细讲述. 

(5) 第八章 至第十二章的材料可以根据实际情况有选择有重 
点地讲述其中的一部分.例如，可以重点地讲述模2情形的映射度 
和相交数，然后通过类比简单地介绍定向情形的相应结论(省去大 
部分证明）. 

张筑生 

1995年7月写于北京大学 
2002年1月稍作修改 

附记主要参考书介绍 

[1] Milnor ， J . ， Differential Topology. (译文载入《从微分观点看拓 
扑》一书（熊金城译），上海科学技术出版社， 1983.) 

[2] Munkres, J. , Elementary Differential Topology 、 Princeton 

University Press ， 1963, （李培信译，《初等微分拓扑学》，上海科学技术出版 
社， 1966* ) 

[3] Milnor ， J. ， Topology from a Differential Viewpoint ， University 

of Virginia Press , 1965. (熊金城译，《从微分观点看拓扑》，上海科学技术出 
版社 ，1983.) 

[4] Guillemin ， V _ and Pollack ， A . ， Differential "Topology ， Prentice 
Hall ， Inc . ， 1974* 

[5] Hirsch ， M. ， Differential Topology , Springer-Verlag New York 
Inc. ， 1976, 

■ 

[6] Brocker, Th. and Janich, K, ， Introduction to Differential 
Tapology , Cambridge University Press, 1982, 


关于编号的说明 

项目编号 在每一章里，引理、命题、定义、定理、注记和例等 
项目用两个数码统一 编号： 前一数码表示项目所在的节，后一数 
码表示项目在该节中的顺序，两个数码之间有小圆点隔开. 

公式编号 在每一章里，公式用带有圆括弧的两个数码 编号: 
前一数码表示公式所在的节，后一数码表示公式在该节中的顺序, 
两个数码之间有小圆点隔开. 

项目与公式的引用 在同一章中引用时，直接写出所引项目 
或公式的编号.在不同章中引用时，先要指明所引项目或公式所在 
的章 ，然后才是其编号. 


图或图表的编号 在全书中，图和图表统一按顺序编号. 
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关于某些符号与用语的说明 

常以 id : X — X 表示集合 X 的恒同映射 ( id 将 X 的每一点映 

到自己 ）• 

常以#£表示集合£的基数（对于有限集合，就是该集合中 
的元素个数). 

如无另外的说明，讲义中所谈到的“可数”均表示“至多可数”， 

即包括“有限”的情形. _ 

对于实数集及的有限子集 F ， 常以 maxF 表示尸中的最大 

数，并用 minF 表示 F 中的最小数.对于实数集 K 中的更一般的 

(不一定有限的）子集 G ， 常以 sup G 表示 G 中数的上确界，并用 
inf G 表示其下确界. 

符号 sgn 表示这样一个实 函数： 、 

’ 1，对于 I > 0; 

sgnx : = < 0， 对于工= 0; 

I 

,—1，对于 ：r <C 0. 

这里和以后许多类似的情形，我们都以符号“：=”表示“定义为”， 
即表示“右边的式子是左边记号的定义”. 

对于方阵 A ， 常以 detv4 表示其行列式.对于 mXn 矩阵 
约定以 ranLB 表示它的秩. 

对于拓扑空间的子集常以 

int S 

表示 S 的内部（即由 S 的全体内点组成的集合).还约定以 

■ 

5 

表示 S 的闭包（即包含 *5 的最小闭集). 

设 ( X ，《0 是距离 空间. 对于 X 的非空子集£和 F ， 约定记 
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d(E,F)i= inf {d{x,y)). 

x€E.y€：F 

通常以 d ( • ， •） 表示距离函数，但对于可能引起混淆的情形，也 
往往以 dist ( • ， • ）表示距离函数. 

常用小写的拉丁字母，例如 X ，表示空间 1 T 中的点.这时，常 
以带上标(或带下标）的 i 表示工的各分量，例如 

常以 Ik I 表示 X 的 Euclid 范数，即 


jo\\ '• = V (x 1 ) 2 + …+ (a: m ) 2 . 

对于定义于 DdR m 并且映人 / r 的函数/,也可用附以上标（或下 
标）的办法指明其分量, 例如： 

/ Cr ) = (/ O ) ，…，尸(工)）， 

其中: r = Or 1 ， …，: r ) ezx 对类似这样的情形，上标的意义可以从 
行文中看出，不至于被误认成幂指数. 

如果 d 是 / r 中的开集， 

/(■ T ) = 

是定义于 D 上的连续可微映射，那么该映射的 Jacobi 行列式（常 
简记为乃 Or )) 指的是 


3(尸， …， /") 

d (: r 1 ， … ， jc") 

p 



a ? 


* 

番 


3尸 


dx n 



本书常用“在声点邻近”的说法表示“在/点的某个邻域中”这样 


的意思•例 如： “/是在/>点邻近有定义的 C 函数”意指“函数/ 


在点的某个开邻域内有定义，并且在该邻域内是 r 阶连续可微 
的” ■ 


从第二章起，所提到的流形均被认为是满足第二可数公理的. 
我们还约定用方框记号 表示： “证明完成”或者“征明较 
简单，不再写出了”这样的意思. 
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录 
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第一章预备知识 


阅读本书的预备知识是有关微分流形和可微映射的一些 
最基本的概念.本章将对这部分内容作一个简明扼要的介绍. 

逆函数定理是微分流形概念的基石.本章§ 1按照我们需 
要的形式陈述并证明逆函数定理，着重强调该定理的拓扑意 
义.§2所介绍的代数基本定理的拓扑证明，是显示逆函数定理 
拓扑意义的一个范例•经典定理的别开生面的新证明总是能引 
起人们浓厚的兴趣.§ 3, § 4和§ 5分别介绍微分流形，可微映 
射和切空间等概念.附录 a 介绍余切空间的概念. 

§ 1逆函数定理 

设是 / T 中的开集，/: / T 是映射 （ r > l )， 并设 

« ea 逆函数定理借 助于线 性映射 a = d / u ) 可逆这 样的条 
件，判断/在 a 点某个开邻域上的局部微分同胚性质. 

引理 1.1 设 A : / T —/ T 是一个可逆线性映射，则存在正 
实数 ff ， 使得 

II Ax\^ o\x \ , X 乏 R”• 

证明 因为 A 是可逆线性映射，所以 

彡尹0 7 ^ 0. 

易知 I Ar I 是变元工的连续函数，因而它在球面 

•S = {f 6及” I 孑卜 1 } 

inf { I [ } = cr > 0. 

hs 


上取得最小值 



因为对任何非零的 a : 有所以 


A 

/ 

_ 

X 

\ 

* 

i 

X 

1 


， 


即 


Ax ^ (T X . 


上式对1 = 0显然也 成立. [I 

引理 1.2 设 G 是 矿中的 开集， 


f •• G — R K 

是 （ T 映射 ( r > l )， a6G . 如果 D /( a ) = AS 可逆线性映射，那 
么存在 a 点的开邻域和实数 aC >0, 使得 

I / O ’） — f ( x ) I ^ 1 x 1 一 工 I ， V :’，工€^^ 

因而/限制在 t ； 上是一个单映射. 

证明记 〆 * r )= : r — A — i / Cr )， 则有 

D ^( jc )= 1 — A~ l Df ( x ) , 

D < p ( a )= 0. 

因而存在 a 点的开邻域 C / CG ， 使得限制在?7上有 

|| DK ^)||< |°< 1 » 

这里 P 是取定的介于0和1之间的实数，例如可取 p = l / 2 . 于 
是，对于任何 〆 ，: c € C / 有 

II <pCx f ) — 妒 (x) K P IX’ — x||. 

又因为 

/( y ) = A ( 〆 一 fix ') ) , / Cr ) = AU - 炉 Cr ))， 

所以有 

||/( x ' ) — /( x ) I = I A ((* r ' — fix ') — (x — < p { jc )) I 

> <r || y — <p{x ') — o — <p(x)) I 

X ||： r ’ — j :|| — |炉(工’） 一 妒(工）11) 

^ < t(1 - p ) \\ x r — x || 


爹 
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=w I 一 X I , 

这里的 a 是引理 1.1 中所述的正实数， < o = a ( l - p )>0. □ 

引理 1.3 设 G 是 iT 中的开集，/: G — 矿是■映射 
( r > l ). 如果对任何 _ reG ， 线性映射 D / Cz ) 都是可逆的，那么 

/( G ) 是 r 中的开集. 

证明任取 uGG ， 将证 /( G ) 包含 6=/ Gz ) 的一个开邻域. 
根据引理 1. 2,存在 a 点的幵邻域 f / CZG , 使得/限制在 U 
上是单映射.取足够小的实数 A >0, 使得 

B = — a|<A} [U. 

考察球面||工一 < a || •根据/在 f / 上的单一性，可 

以断定 

fix) ^ f(a) , 

txj 77~t 

因而 

inf {|/(oO — f ( a )\\ } = ^ > 0. 

x6 ^ 

再考察 6=/ U ) 的开邻域 { yeR n \ \\ y - b \\< ju /2 }. 对任意 
取定的 ：^ ew ， 定义这样一个函数 


中 •• U — R n 

i — I /(x) — j; || 2 . 

因为对 : y G W 有 \ y ~ fia ) I = I3 /— 6 || <户/ 2 ,所以对 x E Sf 

:有 

||/Cz) ~ y\\^ \f{x) — /(a) I — ||3 / — f{ a ) | 

> 户 一 p /2 = fJi / Z . 

于是对 xGS 有 

4(X) = ||/(x) — y \\ 2 > ^ 2 /4 > II/(a) ~ y\\ 2 = ^(a). 

由此可知在 S 上的最小值只能在 S 内部的某点 （ 取得，因 
而在该点有 





k = ! ， ••• ，々 • 


也就是 

d.i) 2 — /) = 0 ，々 = 1 ，…，良 

/ =i ax 


又因为 

所以由 （ l . i ) 可得 


det 


3：r 是 


关0, 


■ » 

/ J ( c ) — y , 7 = i , ••• 

这就是说，对于任何: yGW ， 存在 ceG ， 使得 f ( c ) = y . □ 

定理 1 . 4 ( 逆函数定理）设是 / T 中的开集，/: 

是 C " 映射 ( r > l )， aea 如果 D /( a ) 是可逆线性映射，那么存 
在 a 点的开邻域 C 7 和 6=/ Gi ) 点的开邻域 V ，使得/限制到 U 
上是从 C 7 到 V 的 ( T 同胚. 

证明先取 a 点的开邻域 G C ： 仏使得 

det ( D /( x )) ^ 0, Vx6G . 


再取 a 点的开邻域 U 匚 G 如引理 1. 2中所述.根据引理 1. 2和 
引理 1.3 我们有 


(1) /旧是单映射； 

(2) F =/ a 7) S 6=/( a ) 点的开邻域. 

下面，我们来证明： 

(3) g =( f \ U)~ l : 映射 • 

首先，将/=尽()，+7)，工=容00代人引理 1.2 的不等式 

I /O’ ） — fix) I > a> 1— x|| , 

我们得到 

||g ■(: y + 々）一 ^(y) "^1^1* 


( 1 . 2 ) 



这证明了逆 映射# 的连续性.为了证明 g 的可微性，将利用如 
下的关 系式： 

(1. 3) 7 = / (g(y + 7 )) — /( 貧 (*y)). 

记 Z = D /( g (： y )), 利用微分的定义并注意到 （1. 2) 和 （1.3) 式 
可得 

7 — A(g(y + 7) — giy)) 

= figiy + 7)) — f(g(y^>) — + 7) — g(y)) 

= o( \\g(y + 7) — giy) II ) = o(||7|| ). 

由此得到 

giy + 7) — g(y) ― A 1 tj = o(|| 7 1 ). 

这证明了逆映射 g 的可微性，并求出 
(1.4) D ^( 3 0 = CDfCgiy ))}- 1 . 

由于方阵取逆的运算是（任意阶）连续可微的,/是 r 阶连续可 
微的 ( r > l )， g •是连续的，从 （1.4) 式可以看出 D 君(: y ) 对: y 的连 
续性.这证明了 g 是 C 1 映射. 

对于 r > l 的情形，还须判断 g 的 A 阶连续可微性，这里 
l < k < r . 事实上，从 D / 和 g 的 々一 1阶连续可微性能够推断 

D ^(^) - ( Dfigdy )))- 1 

V 

的是一 1阶连续可微性，这就是 g 的1阶连续可微性. □ 

为了说明逆函数定理的拓扑意义，我们来介绍 Euclid 空间 

矿中开集之间的微分同胚的概念.本书稍后的讨论中，将在更 
一般意义下介绍微分同胚的概念. 

设 G 是 /T 中的开集,发：■映射•如果//= 〆(；) 

是矿中的开集，并且存在映射 A : H—r, 满足条件 

(1) h ( H )= G ； 

(2) / 1 。 g - = id G t g » 

r 那么我们就称 g : 是 CT 同胚映射.（当然 A : H—G 也是 
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C r 同胚映射， / I 就是 g 的 C 7 " 逆映射 ).( T 同胚映射常简称为 c r 
同胚(人们也说开集 G 与开集 H 相互同胚) • 情形的 (T 
同胚统称为微 分同胚 . C °° 同胚通常称为光滑 同胚. 

设 Q 是及”中的开集，/ •_ Q > R n 是 映射，如果存 
在 a 点的开邻域 ?7(= Q 和点的开邻域 V ，使得 

f\U : U —V 

是 CT 同胚，那么我们就说/在 a 点邻近是局部 C " 同胚.如果对 
所有的 aGQ ， 映射/ : Q — IT 在 a 点邻近都是局部 ( T 同胚，那 
么就称/ : Q —/ T 是局部 ( T 同胚映射. r ^ l 情形的局部■同 
胚统称为局 部微分同胚. 局部 ( T 3 同胚常称作局 部光滑同胚. 

逆函数定理的拓扑意义 在于： 仅仅依据线性映射 d = 
D / U ) 可逆的条件，就能判断 ( T 映射/ : O ^ R n 在 a 点邻近的 
局部 C " 同胚性质(当然要求 r > l ). 

h 

§2代数基本定理的“拓扑”证明 

I 

经典的代数基本定理 断言： 任何不是 常数的复系数代数多 
项式至少有一个 复根. 1799年以来，代数基本定理已经有了为 
数众多的证明，但没有一个证明是纯代数的.下面介绍的证明 
是逆函数定理的有趣的应用. 

将要介绍的证明没有用到复分析的任何稍深人的知识，只 
是为了书写简便，采纳了复函数微商的记号而已. 

首先回忆复函数微商的 定义. 设复函数 9(=) 在 c 点邻近有 
定义.如果存在极限 


lim 作 ）— 价) ， 

之 — C Z —— C 

那么就称这极限为复函数史在 C ： 点的微商，记为 V ( c ). 

将 x + i ^ 看成 U ，： y ), 我们可以将复平面(：的拓扑与实平 


面 及 2 的拓扑等同 视之. 复平面 C 的开子集 U 也就是实平面 
的开子集.我们可以将映射 


U 


C 


表示成 


<pC^c ~h 13^) 




u(jojy) + iv(xjy). 


于是，映射 v — c 决定了这样一个映射 


a 1) 


u 


—► 


R \ 


h - (u(jo,y) f v(jCjy)). 


引理 2.1 设 f ； 是 C 中的开集（也看作及 2 中的开集）， 

9; 是可微复函数.则由 p 所决定的形如 （2.1) 那样的映射 
在 ( a ，6) 点处的 Jacobi 行列式为 


3( jr ，： y ) 


? f ( c ) \ \ 


其中 c = a-\~i b . 


证明沿着平行于 x 轴的方向和平行于 y 轴的方向考察 


极限 


lim 


< p ( z ) 


<pM 


我们看到 


< p f M 


因而有 


Bu 


_( a ，6) + ig ( U ) 








. 

1 

oy 


( a , by 




3 jy 


( a f b ) 


3 v 

Bsc 


l9 f Ml 


m 

Bu 3 v 
3 x ^dy 


+ 


ia 9 b ) 


(S . 

3 jc 




u ， 办） 


0 i ，6) 


( a ^ b ) 


引理 2. 2 考察函数•设6是非零复数， 
则存在定义于矿邻近的连续可微的复函数0，满足 

(0( 切）广 = Hb m ) = b. 

证明因为 

" <p f (J?) = mb m ^ 7 ^ 0 > 

所以（根据逆函数定理） f 是从6点邻近到 T 点邻近的局部微 
分同胚，因而存在定义于 r 点邻近的连续可微的逆函数它 
满足 

史 ( 必 (W)) = zv 9 = z. 

由此得到 

= w, = b. Q 

注记在 r € C \{0) 邻近，可以确定多值根式函数 7 
的一个分支 A 满足条件 

ip{b m ) = b. 

引理 2. 2的关键意义 在于： 依据逆函数定理判定0的连续可微 
性质. 

引理 2. 3设《>1， 则”次 复系数多项式 /( 幻所定义的从 
C 到 C 的映射是一个开映射.这就是说,任何一个开集 GCC 经 
映射/之后的像集 /( G ) 仍是 C ： 中的开集.特别地 ,/( C ) 是 C 中 
的开集. 

证明只须对任意的证明存在 c 点的开邻域 UCZG ， 

使得/07)包含了 /( c ) 点的一个开邻域为此，我们将 /GO 表 
示为 
8 


* 


t 
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f(z) = f(c) + o — c) m g(z ), 

其中 m ^\，#<>) 是 一 个 n — m 次复系数多项式，适合条件 gM 
參 0. 以下分两种情形讨论. 

情形 l:m = l . 对这种情形， 

f ic) = g(c) ^ 0 . 

根据逆函数定理,/将 c 点的一个开邻域 U [ G 映成 /( c ) 点的 
开邻域 

情形2: m >\. 对这种情形，我们首先选取适合 F 
=片0：)(即取6为发 ( c ) 的任意一个 m 次方根）•根据引理2.2, 
存在定义于 f = gG :) 点邻近的连续可微函数0，适合 

(<p(w)) m = U)j (p(g(c)) = b ^ 0. 

于是，我们可以在 c 点邻近将 / 表示为 

/O) = /(C) + (O — c ) h ( z)) m t 

其中 K 幻 =0( 尽 O )) 是连续可微函数，并且满足条件 

A(c) = <p{g{c)) = b ^ 0. 

考察这样两个 函数： 


因为对于 


F(z) 

有 


c)h(z ) ， ^(0 




r. 


F(z) 




F(c) 


h(z) 


h(c ), 


所以 F f ( c ) — h ( c ) ^ 0. 

根据逆函数定理， F 将 (: 点的一个开邻域 U ( ZG 映射成为以 
FG :) = 0 为中心的一个开圆盘 Z ). 映射步又将开圆盘 Z ) 映成以 

0为中心的开圆盘 y (覆盖了 w 重). 限制在?7上，我们可以将/ 
写成： 


/O) = f(c) + 

由此 得知： /o/) 包含了以 /(C) 为中心的开圆盘这里的 
w =/( c )+ y 是由开圆盘 v 经过平行移动将中心移到 /( c ) 而 



得到的. □ 

引理 2.4 设 C — C 是由《次复系数多项式 / U ) 

所定义的映射，则像集 /( C ) 是一个闭集. 

证明 设 u ； k = f ( z k ) ef ( c )， 々=1，2,…，满足条件 

(2. 2) lim w k = vu ^ C . 

我们来证明：存在 z Q 6 C ， 使得 / O q )= w q . 

首先可以断定是有界序列•否则，将有的子序列趋 
于与 （2. 2) 矛盾.其次，从有界序列{义}中可以选出收敛子序 
列{%}.设 ， 

S 

lim z k = z 0 t 

oo S 

则有 /(之。） =lim f ( z k ) = lim xv k = w [ 

S s—►or. $ 

定理 2. 5( 代数基本定理）设”>1，则《次复系数多项式 
至少有一个复根. 

证明 根据引理 2. 3和引理 2. 4, /( C ) 是复平面(：上一个 

既开又闭的 集合. 因为 C 是连通的，并且显然 /(C) 关 0, 所以 
只能有 

/( C ) = C . 

这证明了对任何 wee , 方程 f ( z)=w 都有解.特别地，方程 
/ U ) = 0 至少有一个复根. □ 

利用引理2, 3,还可以作出代数基本定理的另一个证明.该 

■ 

证明可以看成是经典的 Argand-Cauchy 证明的更为直观的拓 
扑摹本. 

代数基本定理的又 一证明 因为 lim / O ) = oo , 所以存在 
及>0,使得 

1^1 >R 1/001 > |/( 0 ) |. 

K = {^6C| |2 ： I ^ R) , 


记 


10 




则函数 l /( z ) I 在尺 上的最小值必定在 K 内部的某点 C 取得 • 
我们指出这时必有 f ( c ) = 0 . 否则，因为/将 f 点的一个开邻域 
U (不妨设 UCZK ) 映成 /( c ) 点的一个开邻域#，所以必有^ 
中的某点 w =/0) 使得 

I/O ) 丨 < |/(c) | ， 

但这与 \ f ( c )\ 的最小性矛盾(参看图1.乂 □ 



图1 


§ 3微分流形 

按照 Bourbaki 学派的观点，数学研究的对象是各种结构. 
通常的 Euclid 空间 IT 至少有两种重要的结构：拓扑结构和代 

数结构(线性空间结 构）. 函数连续性的概念只涉及其中第一种 
结构. 可微性的概念则涉及两种结构，因为微分 D /( x )= A 的 
定义牵涉到线性运算和极限 概念： 

f (-^ + h ) — f ( x ) — Ah ~ o ( I/i I ). 

可微性的概念可以推广到有拓扑结构和线性代数结构这两种 
结构的其他空间，例如 Banach 空间(甚至更一般的拓扑线性空 
间）.这些有整体线性结构的空间，应该被看成“平直，，的空间. 
人们不满足于“平直”空间的微分学，希望能进一步研究“弯曲” 
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空间的微分学，这不仅是数学发展自然的要求，也是力学、物理 
与其他许多应用数学的学科的需要. 

经验告诉我们，如果不撕破，不重叠就无法把球面摊成平 

面区域(半球面是可以摊成平面区域的).拓扑学也证明了球面 

不可能与平面区域同胚.正因为如此，要把地球表面画成地图， 

就非得把球面“撕破”不可•有好多种“撕破”的办法，对应着世 
界地图的好些种画法. 

像球面这样的几何对象当然不可能有整体的线性结构.但 

可微性的定义只涉及到函数在一点邻近的性质.换句话说，这 

定义是“局部”的•对于球面 S 这样的几何对象，如果在某点多 
65的邻近 t / 能引入局部坐标 

<p * U -► R z , 

那么对于函数/: S ^ R 自然可以讨论复合函数 

/ 。史 ― 1 : <pCU)-*R 

在/>点邻近的可微性(参看图 2). 
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图2 



但若在点/ > 邻近，引入不同的局部 坐标： 

<p : U -* R 2 ， <pi V^R 2 . 

函数/: / e 在/>点邻近也就有两种不同的局部表示 

卜 9— 1 •• 炉 (「） — R ， /。 f 1 : 々 on — R . 

或许会发生这样的 情形： /的这两种局部坐标表示有不同的可 
微性质•这时就难以根据某一局部表示定义/在点 peunv 
的可微性.为了避免在上可微性的定义出现歧义，应该 
要求两局部坐标之间的坐标变换 

: 9iUP\V) ^ ip{UV\V) 

和 


沪。 0— 1 •• ^(r/nv) -^^ny) 

都是连续可微的.有了这样的条件，就可以由/。 史 _1 的可微性 
推论出 


f ^ 中 1 — (/ ° ) ° i<p° ) 

的可微性，反之亦然.这就 是说： 两种局部坐标对于讨论函数 
/ : S ^ R 的可微性是协调一致的或者说是相 容的. 如果能找到 
一族局部坐标，其定义域覆盖了整个球面 * S , 并且两两在其定 
义域交叠的部分上是相容的，那么就可以无歧义地讨论函数 
/: 5—及在整个 S 上的可微性了.这时可以说，在 *5 上给出了 
一 种微分 结构. 微分流形定义的基本想法就是这样的. 


微分流形 

设 Af 是 一 个拓扑空间，满足 Hausdorff 分离 公理. （在本书 

以后的各章节中，还要求 Af 满足第二可数公理,详见第二章的 
有关陈述 .） 

0 /， f ) 称为是 M 的一个 局部坐标图卡 或者一 个困卡 
( chart )， 如果是 A / 的一个开集，^是从 t / 到 iT 中的开集 
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poo 的同胚映射 . 07 称为图卡的定义域或局部坐标域 .） 

M 的两个图卡07,矽和 (V,0) 被称为是相容的，如果有 
以下两种情形之一 成立： 

a) 或者 unv =^0； 

(2) 或者并且坐标变换 

必 。 1 : (pdUf]V) (p(Uf]V) 

和 

都是 C" 映射. 

M 的一族图卡逆=彳（^/,炉）}被称为是一个 CT 图汇 

(atlas) ，如果 

(1) ^中各图卡的定义域覆盖了 M; 

(2) ^中任意两个图卡都 C 相容. 

M 的一个 C" 图汇您二{0/，妗}被称为是极大的，如果它除了 
(1) 和 (2) 而外还满足条件 

(3) 与逆中各图卡相容的任何图卡7，0)都属于逆. 
M 的一个极大 C 图汇，即满足上面要求（1)，（2)和 （3) 的 

—族图卡，被称为是 M 上的一个 （T 结构 .M 连同一个给定的 

C 结构被称为是一个 (T 流形. r > l 情形的 （T 流形统称为微分 
流形. C°° 流形又称为光滑流形. 

因为任何一个图汇都包含在一个确定的极大图汇之中，所 
以任何一个图汇都确定一个惟一的<^结构. 

在上面的定义中，要求 M 的每一点都有一个邻域与 /T 的 
某个开集同胚.我们把这里的 m 称为是流形财的维数，记为 

dim M — m. 


子流形 

设 M 是 C 流形，出 = S 是 M 的一个子集 •如果 对 


mm 



任何/^5，存在（7流形 M 的图卡07,妗，使得 peu 并且 

(*) (p{U f|5) = (p{U ) f| (R s x 0 ) ， 

那么我们就称 S 为 M 的 s 维 （正则）子流形 ，并把适合条件 O ) 
的图卡 0/， f ) 称 为关于子流形 S 正则的图卡. 

显然上面定义中的子流形5■本身是一个 （T 流形，其维数 

dim S = s. 

乘积流形 

设拓扑空间 M 和 7V 各赋有 C 流形结构（不妨设 dim M = 
讯， diinN = n). 我们可以赋予乘积拓扑空间 MXN 以乘积 （7 

流形结构•首先，有了 M 的图卡0/，0和 JV 的图卡0/，0)，我们 
就可以构造乘积图卡07父7,9^0)，其中的映射定义为 

<pX U XV R m X R\ 

(x, y) h*- ( 炉 0),00)). 

显然(9乂4)0/\10 =史0/)\0(10是矿\扩=/^" + "中的开集， 
并且 


9乂屮 •• U XV ^ < p ( U ) X ip { V ) 

是同胚映射，其逆映射为 

如果07,，沪 ,） G =1,2) 是 M 的 C r 相容图卡，（7,彳，）（/ = 
1 ， 2) 是 iV 的 C" 相容图卡，那么与 0/ 2 XK 2 , 
灼 X %)就是 MX W 的 C " 相容图卡.于是，有了 M 的 C " 图汇和 

iV 的图汇，就可以构造出 MXiV 的图汇，赋予乘积空间 

以 C r 流形结构.这样定义的 ( T 流形 MXN 被称为是 M 

与 W 的乘积流形. 

带边流形 

我们 已经定义了以 m 维 Euclid 空间 / T 的开集为 局部模 
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式的流形（无边流形）.这里将进一步定义以半空间 

R m ^ ― {(x^x 2 ,**' x l ^ 0} 

的开集为局部模式的流形—— 带边流形. 

设 M 是一个拓扑空间，满足 Hausdorff 分离公理（在本书 

以后的各章节里还要求 M 满足第二可数公理,详见第二章的 
有关陈述). 

0/，的被称为是 M 的一个局部坐标图卡或者一个图卡，如 
果 U 是 M 的一个开集#是从 U 到某个开集的同胚映射. 

M 的两个图卡0/，0和0/，^)被称为是 C 1 ■相容的， 如果有 
以下两种情形之一 成立： 

(1) 或者 U ^] V ^0； 

(2) 或者 Unv 关0，并且坐标变换 
和 

史。厂 1 : < p { U (\ V ) ^ < p { U (\ V ) 

都是映射. 

M 的一族图卡逆={07，^}被称为是一个 (T 图汇 ，如果 
( I )逆中各图卡的定义域覆盖了 M ; 

( I )逆中任意两个图卡都是 ( T 相容的. 

M 的一个 C " 图汇逆={07,州被称为是极大的，如果它除了 
( I )和( I )而外还满足条件 

( E ) 与级中各图卡 ( T 相容的任何一个图卡都属于 

逆. 

M 的一个极大 ( T 图汇，即满足上面条件 ( 1), (1) 和 (ffl) 的一 

族图卡定义了 M 上的一个 结构 连同一个给定的 C r 结构 

被称为是一个 C " 带边流形. 显然无边流形可以看成是带边流 
形的特殊情形. 
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带边流形的子流形可仿照无边流形情形给出定义. 

/被称为是带边流形 M 的边缘点，倘若存在 M 的图 
卡0/一，使得户 ea ， 并且 

史(/ >)6 {( i 1 ， x 2 , …，:丨 jc 1 = 0}. 

M 的全体边缘点的集合被称为是 M 的边缘，记为 3 M . 容易看 
出，如果古0，那么边缘本身是一个维数为 

dim M ~ 1 = m 一 1 

的无边流形. 

注记尚须对上面带边流形定义中的条件 （2) 作一些解 
释.那里的是 H:CIR m 中的开集 (<p(UC]V) 并不一定 

是 / T 中的开集）.映射 

0 。炉 ― 1 : p(Uf)V) — 

的 r 阶连续可微性应该理 解为： 存在 / T 中的开集 G 二) 
pa / flVO , 使得0。 f 1 可适当地扩充定义到开集 G 上，并且扩 
充后的映射是从 G 到 1 T 的 r 阶连续可微映射. 

更一般地，设 H 是的子集（不一定是开集），考察映射 

/: 如果存在 ir 的开集 g 〕//， 使得/可扩充为定义 

于 G 的 C " 映射，即存在 ( T 映射 

F ： G —r, 

使得 /= f | h , 那么就认为/在 H 上是 C " 的. 

带边的乘积流形 

设 A / 和#是 ( T 流形，其中 K 是带边流形， JV 是无边流形 
(不妨设 dimM = m , dim ”）•我们可以赋予乘积拓扑空间 
MXiV 乘积 ( T 流形结构.与无边的情形类似，对于 M 的局部坐 
标图卡07，妗和 7 V 的局部坐标图卡( V ，#)，我们定义 A / XiV 的 
局部坐标图卡 ( t / XV ，史 X 0) •因为 炉 ( L 0 是及 =中的开集， 0( F ) 
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是 r 中的开集，所以 

C<px 0)( t / X V ) = ( fiU ) X 0( V ) 

是 = 中的开集.如果 07,， h ) G _= l ,2) 是 M 的 C 「 

相容图卡，（ V ,，六 ）（ f = l ，2) 是 iV 的相容图卡，那么 

("】 X h X A ) 与 （" 2 X y 2 ^ 9 2 X ^ 2 ) • 

就是 MX JV 的相容图卡.于是，可由 Af 的 CT 图汇和 iV 的 (T 
图汇构作 MXiV 的 (T 图汇，这样赋予带边的流形结 
构. 


§4可微映射 


设 M 和 iV 是 ( T * 流形 ( r > l )， 

/： M^N 

是连续.映射，分别取 Af 和# 的图卡07,於和 (7 ，0)，使 
得 

peu, f(p)ev. 

必要时适当缩小 U ， 可设 /07) CV . 考察映射 

f = ip 。 f 。 (p~\ •• <p(U) -► (p(V)CZR n . 

这个映射被称为在声点邻近的局部表示. 

局部表示/是从 / r 中的开集 ^07) 到 r 中的映射，因而 
可以讨论其连续可微性.如果7是<^"的，那么我们就说/在 p 
点邻近是 C 的. 如果/在 M 上处处都是 ( T 的，则称/为映 
射 ( C 映射即连续映射，映射又称为光滑映射). 

请注意，虽然可微性的定义是借助于局部坐标加以陈述 
的，但这一性质本身并不依赖于局部坐标的具体选择. 

如果/: 是 一一 对应，并且/和/^都是 ( T 映射, 

则称/为 C 同胚. r > l 情形的 ( T 同胚统称为微分同胚, c °° 同 
胚又称为光滑同胚. 
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设 m 和 iv 是 c " 流形，是 m 中的开集 ， peu . 如果映射 

f •• U — N 

是从"到开集/(⑺ C = iV 的 C " ■同胚，那么我们就说/是从/>点 
邻近到 /(/>) 点邻近的局部 C " 同胚. 

设 M 和八 T 是流形（满足条件 dimM = m , dimiV = n , 

r > l )，/•• M — TV 是 ( T 映射，选择 A / 和 W 的局部坐标 
图卡 a / 一和 ( v ，0)， 满足 条件： 作局部表示 

/ =泠。/。炉 — 1 : < p ( U ) < p ( V ). 


考察/在扒 /0 点的微分（即 Jacobi 矩阵）的秩 

rank(D / 、修 

如果另有 Af 和」 V 的局部坐标图卡 0 ^，沪 也 满足： 

peu ^ / o / 1 ) cy 1 ， 

那么我们有另 一 局部表示 

/i = < P l 。/。 fr 1 ■:朽 ( C 7) ^ j ( V ). 

容易证明 

rankCD/j)^^ = rankCD/)^ . 

因而 ranl ^ D /^ p 实际上不依赖于局部坐标的选择，它反映了 

/在/>点的性质，我们把它称为是/ 在户 点的秩，记为 rank/. 
这就是说，我们定义 


rank 户 / : = rank (D/) ❹）. 

下面考察关于秩的几种重要的情形. 

(1) 如果 w = n ， rankp /^ w ^；?， 那么/就是从声点邻近到 

<?=/(/>) 点邻近的局部 ( T 微分同胚.（这实质上就是逆函数定 
理.） 


(2) 如果， rank^/=m ^则称 f 包 p 点是浸入*如果 f 
在 m 的每一点都是浸入，则称/为浸入映射. 例如： 从 / r 到矿 
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的标准放入映射 


j •• R m -^ R m x ir~ m = r , 

( x 1 , ••• f X m ) !-► ( x 1 ，…， ，0, ，0) ， 

就是一个浸入映射. 

(3) 如果 rankp /^ w ，则称/在/>点 是淹没 .如果/ 
在 M 的每一点都是淹没，则称/ 为淹没映射 时，从 / T 到 
R n 的标准投影映射 

I 

7T : R m =R n X Br n -*R\ 

( JC 1 ，…， *2：% ，…， ■ T m ) > ( JT 1 ，…， JT ”） ， 

就是淹没映射的一个典型的例子. 

我们可以选取适当的局部坐标图卡，使得浸入与淹没具有 
非常简单的局部表示. 

命题 4.1( 浸入的典范局部表示） 设/ •• 屯 p 点是 

浸人.则存在/>点邻近的局部坐标图卡《/，0和 ？=/(/>> 点邻近 
的局部坐标图卡，使得 

/ (U) C V , <fip) = 0, — 0, 

/ = 0 。 / 。炉 ― 1 = j | <p(JJ ) , 

这里）是从 到 jrx / r — m = r 的标准放入映射，即 

j i R m -^ IT X n n m ， 

X h *- 0,0). 

证明 首先选取 M 在 /> 点邻近的局部坐标图卡 (％， 的和 
峰 q 点邻近的局部坐标图卡 (' ，么） ，适合这样的 条件： 

f(Ua v Y , <pip) = 0 , ^( 9 ) = 0 . 

考察局部表示 / '=伞\。 f 。^(/ >) = 0 点的微分.不妨设 
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( DA ) 


0 




X 




关 

其中的 

^是非退化方阵： 


考察映射 

det A m Xr , 

幸 0 


F : X R n ~ m ^ 

R n 


n>Cm 




^ / } (x) + (0 ，： y) • 


因为 


(pn 


( 0 , 0 ) 


A 


mXnt 


关 


0 


(«—*m) X (ff — m) 


所以尸是从 ( o , o ) 点的某个开邻域 hc ^ po ^) xr — m 到 / r 中的 
开集 G C A ) 的微分同胚.我们记 


v = ^ 

"=%门厂 匚％ ， 


则有 ^( V )= G = F ( H )- 又因为 


F o j ( jc ) 




FCxjQ ) 


/\ o ) ， 


所以有如图 3 所示的交换图表. 

取0=7^。么，则局部坐标图卡 07， f ) 和（ V ，#)使得局部 




表示/ =(p 


0 



o 


具有如下性质 




/ Or)= 必 。/ 。 f 1 (x) 


F 


— 1 


Q 


A 。/。9 一 \ 工 ) 


F 


— 1 




0 



j ( x ) 




只工） ， 
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这就是 



17 


y 


9 


中\ 


<P(U) 




^ l ( V ) 



ip 


图 


命题 4. 2( 淹没的典范表示） 设/: 在点是 

淹没，则存在/>点邻近的局部坐标图卡(「和点邻近 

的局部坐标图卡，使得 

f(U)(ZV, (pip') = 0 , fp(q) = 0 , 

f= 中 。 f 。 9 -\ 二 Tt^U'), 

这里的 ?r : R m = R n XR m '~ n -* R n 是标准的投影 映射. 

证明 首先选取户点邻近的局部坐标图卡(^^，朽） 和 点 
邻近的局部坐标图卡( V ，#)，适合这样一些条件： 

f{U x )(ZV , = 0 , <p(q) = 0 . 

考察局部表示7\=0。/。 f 1 在灼 (/ o = o 点的微分.不妨设 


(队)。 

其中是非退化方阵.考察映射 F : cp x { U x ) - iT ， 其分量表 
示为： 


A 


nXn 




关 
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/( X 1 ，…，： = (八八/ ，…， 

’ F n+1 (x 1 , ■•• 1 x n ) = 

I 

F + W …，， ）= 

因为 


«+ 1 rn X 

x ，… ，： r ) ， 


X +1 


x 71+2 


m 

X * 


(⑽）。 



ny<m 


关 




0 



(m —7i) X ( 饥 



所以存在及中的开子集 G ， 0 G GCI 巧( X ' ) ，使得 F 是从 G 到 

R m 中某个包含0点的开集//的微分同胚.记匚, 
9=卜 灼，则有如图4所示的交换图表.局部坐标图卡(?7，的和 


(74) 使得/的局部表示具有以下形式 


- i -w 





中 0 f ° <p 


-l 


。 F — 1 






o 


F l = tv I <p(U). 


( p=f - p 


9 


9 i ( U ) 


y _ 



^( V ) 


£i 


图 4 
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§5 切空间与切映射 


设 M 是一个微分流形，/流形 M 上过/>点的一条可微 
曲线是这样一个可微映射(这里的 e 可以是任意给定的正实 数）： 

Y : (- e ， e) —M ， 

它满足条件 no )= p . 所有的过/>点的可微曲线的集合记为 

所有的在/>点邻近有定义的连续可微实函数的集合记为 

对于和 / e &， 我们引入 记号： 

(5.0) </， y > =矣/。7⑺ . 

t=o 

定义 5.1 在上引入“相切关系”〜，规定 

v/e^. 

容易验证：相切关系〜是一种等价关系•集合按相切关系分 
类，每一等价类 [ y ] 被称为是微分流形 m 在/>点的一个切 向量. 
全体这样的切向量的集合 

% =々〜 

被称为微分流形 A / 在/>点的切空间 • 通常将微分流形 Af 在声点 
的切空间记为 T p M . (暂时我们还只能把切空间 T p M = M p 看作 

一个集合.稍后赋予它适当的线性结构之后，就可以把 T p M = 
看成一个线性空间 .） 

对于切向量[/]€%，可以定义 
(5.1) 〈/，[ y ]> ( f ， T ) • 

P 

我们可以把 ( 5 .0) 式和 (5.1) 式解释为函数/沿切向量 [ y ] 的方 

向导数 • 这样对切向量可以有更进一步的认识.众多教科书和文 

献釆用算子形式定义切向量，实际上就是方向导数概念的抽象 
化. 
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取微分流形 M 在/>点邻近的局部坐标图卡 (t/， 的，考察其 


坐标分量函数 


: T 


■ 

Y 0 (f 


1， 


… m 




这里的沪： R m ^ R 是到第 j 个因子空间的 投影. 因为 


〈/，乃 


p 


jd 

ck 


/。 no 




0 


d / y - 1 

dt {fo(p 


o 


(<p- 7 ) (t) 


0 


=E 

J 


3(/ 。 f 1 ) d , 

* _ - 一 . . 

3? 士 


o HO 




r 





B (/- 9 

3 jo j 


9< p ) 


所以，为了判断匕，^^#是否相切，只须用/>点邻近任意一 

个局部坐标图卡07,的的坐标分量: T 1 ， …，， 作为检验函数，检 
验是否有 



1 ， … ， m . 


定义 S. 2 设 [>] 是微分流形 M 在 f 点的一个切 向量; 
( U ，的是 M 在户点邻近的局部坐标图卡,X 1 ，…， ：T m 是炉的坐标分 
量函数.我们把 


^ = < x ; ,[7]> 9 7 = 1,…，饥 

称为切向量 的坐标分最. 

选定了 Af 在/>点邻近的一个局部坐标图卡07,的之后，用 
上面所说的方式，可使每个切向量 [y] 惟一地对应着一个 m 维向 


芒 = ⑷， …， r ) e «' 

反过来，对于每一个 m 维向量 

爸= (P ， “W/r ， 
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也恰有一个切向量 [ y ] 6 其坐标分量是^ 1 ，…， r 1 . 该切向量 

可以由过声点的这样一条曲线 y 所给出(选取足够小的 e > o ): 

yit') = (p 1 c^pcp) ~h ^g ( — £»£). 

这样，每当选定了 M 在户点邻近的一个局部坐标图卡07,的之 
后，就能按上述方式建立起切空间与 IT 之间的 一一 对应： 

% ' M p ^ R m , 

$ = (^,..-,0, e j = <^',[7]), ; = 1，…， m . 

设 (7，0) 是脉在 /> 点邻近的另一局部坐标图卡，其坐标分 
量函数为 


3/ • = 7T 7 • 。 ^ f ， ）= l，."， w . 

设切向量[>]€乂相应于 0/, v 0 的坐标分量为7 1 ，…， 7' 因为 

必。 y(o = ( 0 。 f ~ 1 、 。 (穿。 y ( o ) ， 

所以切向量1>]的新旧坐标分量之间按照以下法则变换： 

dy ^ ^ 

山—乙 • ~3 T ， 


也就是 
(5. 2) 


i 



ay 

^ x k 




变换 (5. 2) 中的系数方阵 


"ay " 

*- ^ xk mxm 

即是映射 4 。 f 1 的 Jacobi 方阵. 我们把这方阵所表示的线性变 

换（即映射 f 1 的微分）记为(0。 f 1 )*. 于是，（ 5 . 2) 式可以 
写成(参看图 5) 


(5. 3) 

由此又得到 



o 


9 




畢 
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(5.4) 


ip~J~ 。（必 1 S ^ 



图 5 

选定了 M 在 p 点邻近的一个局部坐标 ( t /，0 之后，借助于 
一一对应 

[心多， 

我们可以将 1 T 中的线性结构移植到之上.这就是说，我们可 
以定义 

[« + [ y ] : =9^( 炉 *([«) + f *( i >]))， 

c [ y ~] ： = 

如果换用 M 在/>点邻近的另一局部坐标 （ VJ )， 那么利用 
(5. 3) 和 （5. 4) 式可得 

^(^([ W ) + 0* ([7])) 

= P : 1 ((# 。 〆 ） * (^ ([/?]) +n(C^]))) 

= (4: 1 。 （0 。 炉 ― 1 ) * )(p* (M) + 9^ ([ y ])) 

= 9h (m) + h (!>]))♦ 

类似地可以得到 
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这就是说，我们用上面所说的方式定义的中的线性运算，实 
际上与局部坐标的具体选择无关. 

用上述方式定义了线性结构之后，切空间7；#=^成为线 
性空间，并且映射 


! T p M - R m 

是线性空间之间的 同构： 

9 , ([/?] + [^3)= 9 , (M) + ([/]) ， 

([/]). 

考察 / r 中的标准基底 

(5.5) = (沒)，巧，…， dp ， j = 1，…， m ， 

其中 



9?: 1 : IT — T p M 

将 / T 的基底 （5. 5 )变成 T p M 的一组基底,我们将这组基底记为 

8 8 3 
P …， 3^* 

换句话说，我们约定记 

(5 . 6 ) 々 = l ，2，-， m . 

切向量 [ Ge ' M 经同构 h 映成 / T 中的一个向量 I 其分量为 

芒）=〈 I )，[7]>， ） = 1,2, •*• 9 m . 

于是有 


炉 *([/]) = sa ，[ y ] = ^(2^)= 

k k k ox 

命题 5.3 选定了 M 在 /) 点邻近的局部坐标之后， 


Bjc 1 3 jr m 

成为切空间 t p m 的一组基底.切向量 [y]e7yv/ 对这组基底展 
开的系数恰好为 


定义 S.4 设 M 和 TV 是微分流形, F : M—AT 是可微映射， 
peM . 映射 F 诱导出这样一个从到 T FCp ) N ^ N np) 
的 映射： 


F 


* 


M p 



F(p) 


[ y ] > [f 。 y ] . 

这诱导 映射^ 被称为是映射 F 在/>点的切映射. 

任意选取 M 在/>点邻近的局部坐标图卡 （ t /，0 和 iV 在 
，(/ 0点邻近的局部坐标图卡 (V #) ,记 


F =伞 ° F 。 <p~\ 

对于1>]€乂，设 

[ y ]= 匕([0[厂7] = 2^占， 

*=i ox ay J 

则有 


々= 〈 y ，[ F 0 y ]〉 


d 

dt y 


o F o 7(0 



d * y 。、、 



k 


{ a ? 


浪 . 

k^i <JX 


,[ n > 
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命题 5.5 切映射 F * : Mp — AVw 是一个线性映射，它的 
分量表示纪是由 Jacobi 矩阵 


所决定的线性映射. 


3F 7 

k 

dr 




H X?W 


附录 Ot 函数芽的概念与余切空间 


设 m 是 ( T 流形.对于任意一点/> e m ， 我们来考察在夕点 
邻近有定义的 C " 函数.设 P 和 F 都是 A 点的开邻域， /•• U—R 

和震： U — R 都是 C * 函数.这两个函数之和 f + g 只在 Ufl V 上 

? 


有定义.对于在 > 点邻近局部有定义的 C " 函数组成的集合 



若按上述办法定义加法，希望建立线性空间的结构，就会遇到技 
术性困难 (0 元素的定义域无法确定).因为我们关心的是函数在 
f 点邻近的局部性质，所以不妨借助于下面将介绍的等价关系克 
服所遇到的困难. 


设％和％都是户点的开邻域，乃和/ 2 分别是定义于 


nu 2 上的 c " 函数 • 如果存在夕点的开邻域 


使得 


wczu { n u 2 . 



^ = f 2 \w, 

那么就称八与/ 2 在/>点邻近相等，记为 


A 




fr 


这样定义的“页”是一个等价关系.约定将该等价关系的任何一 


个等价类称为是 M ± p 点处的一个 C " 函数芽 ( germ ). 约定将 
所有这样的 C " ■函数芽组成的集合记为 . 

为了书写简单，对于定义于点邻近的任何一个 C " 函数/， 
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通常就用记号 / 本身表示其所属的函数芽.通常函数之间的 


加法，数乘和乘法运算都可以毫无困难地移来作为函数芽之间的 
运算.很容易用这样的运算为^_建立线性空间结构.该空间的 
0元素就是由在点邻近等于0的函数所决定的函数芽. 

类似地，对于 M 上过 p 点的曲线，也可定义过声点的 
曲线芽.有了芽的概念，可以对§ 5的 （5. 0) 式作新的解释.在下 
面的式子中，可以认为/就是它所代表的 M 上户点处的函数 
芽，7就是它所代表的 Af 上过 f 点的 C 曲线芽. 


(a. 1) 


(fj) 




ck 


(/ 0 7(0) 


鲁 


借助于这样理解的 （ a . 1) 式，我们在梦^上进一步引入相切关系 
“〜”.考察 y ; ，/ 2 e ^. 如果对 m 上过；> 点的任何曲线芽都有 

〈 A ， 〆 〉/» =〈八，/〉户， 

那么就认为 A 与/ 2 在户 点相切，记为人〜八. 


容易验证，这样定义的 f 函数芽 ( r > l ) 之间的相切关系 
“〜”是一种等价关系•约定将每一个等价类 [/] 称为是微分流形 
M 在户点的一个余 切向置 (通常将这样的等价类 [/] 记为 d /) ， 

全体这样的余切向量组成的集合称为是微分流形 M 在/^点的余 
切空间 ，约定将其记为于是 

o_2) 梦 '' =〜， 

对于/，《， A ， kr ， 如果 


f 〜 




那么显然有 


/ + 贫〜 八+ a ， 
af 〜 af r 

据此，可以将梦^上已建立的线性结构移来作为&上的线性 
结构，使之成为线性 空间. 可以证明，余切空间％是切空间 
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Tyvf 的对偶线性空间(给定了 />点邻近的局部坐标，借助于 


( a . 1) 可以证明 dr 1 , 


， d : c m 是 


3 

a ?' 


0X 


的对偶基底.通常 


人们将微分流形 M 在声点的余切空间记为 T M . 


练习 A 

A . 1. 以下这些集合视为及 2 的子空间賦有相应的拓扑.试 
问能否赋予这些拓扑空间以微分结构而使它们成为微分流形？ 

(1) A = { ( ： r ，； y)G 及 2 | xy=0 } ; 

(2) B= { (a:,y)^ ： R 2 1 I j: I + |：y I = 1}; 

(3) C— x >0, ： y=sin 士卜 

(4) D=C[j {0，： y )6 及 2 1 x — 0, |^| <1}. 

A . 2. 设 M 是紧致微分流形， N 是连通微分流形， 
/ : M — JV 是一个淹没 映射. 试证 /( M )= N . 

A . 3. 对于紧致微分流形 M , 不存在从 Af 到矿的淹没映 

射. 

A .4. 设 M 是紧致微分流形，/: M —及 是可微映射. 试证: 

至少存在 M 上的两个点声和心使得(/*、和 (厶) g 都是零映射. 

A . 5；循以下线索可以作出代数基本定理的又一个“拓扑” 
证明. 

(1) 设是 m 次复系数多项式. 试证： 如果 〆 幻 
有根，那么它至多只有 m 个根.（请 注意： 证明这一结论只用带 
余除法，勿须引用代数基本定理 .） 

(2) 设;2>1，/(幻是；2次复系数多项式，则 

K = {z^C\f (z) = 0} 

是有限集合. 


32 


(3) 4 = /(<：\尺）和 B = CV ( C ) 都是复平面 C 上的开集，并 
且兌门£=0. 

(4) 记 £= C \/ CS ：)， 则 ECAU 凡因为£是连通集合，所 
以必有以下两个论断之一 成立： 

或者 Ef]A = 0，或者 Ef]B= 0. 

(5) 试证五 flA #0， 因而只能 有五门 .又因为5匚五， 

所以 B = Bf]E^0. 由此得知 /( C ) = C . 

A . 6•在 Milnor 所著的深受珍爱的小书《从微分观点看拓 
扑》的§ 1里，给出了代数基本定理的另一种“拓扑”证明.请阅读 
该证明并弄清所有的细节. 

A . 7. 把所有的 nXm 实数矩阵组成的集合记为 M („， w ). 

我们可以将 Af («， m ) 等同于 / T % 从而赋予它与 / T 1 相同的拓扑 

结构，又设是由全体秩为 々的 w Xm 实数矩阵组成的 
M ( w ， m ) 的子集合.试证 M ( w ， w ;々） 是的正则子流形, 
并请计算於 ( w ， m ;々） 的维数. 

A .8. 试借助逆函数定理的结论证明一般的多变元方程组 
的隐函数定理. 
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第二章第二可数性质，仿紧性质与单位分解 


§1第二可数性质 

拓扑基设 X 是一个拓扑空间，激是 X 的一族开集.如果 
X 的任何一个开集 G 都可以表示成烫中某些开集的并集，即 

G = [J 召， 

BaG 

那么我们就说潘是 x 的一个拓扑基. 

引理 1. 1设 X 是一个集合, G 是 X 的一个子集，潘是 X 
的一族子集，则以下两个条件相互 等价： 

(1) 集合 G 可以表示成潘中某些集合之 并集； 

(2) 对任何 leG ， 存在尽^涿，使得1€足匚0. 

证明（1)=>(2)对任何 

G = [J 

£匚 G 

e e 濟 + 

显然存在涿，使得 xeB x CZG. 

(2) =^(1)设对任何 xGG ， 存在涿，使得足 
CG ， 则显然有 

GC=U 晃 CG ， 

因而有 G - [J □ 

x^G 

覆 盖的细分关系（从属关系）设 x 是一个集合，％和， 
是 x 的 覆盖. 若对任何一个 vew 存在 we ，， 使得 

y c =^, 

则称 f 细分，，又称 f 从属于，，记为 



拓扑空间 x 的任何一个拓扑基潘当然都是 X 的一个开 
覆盖.下面的命题则更值得我们注意. 

命题 1.2 设 X 是一个拓扑空间，激是 X 的一个拓扑基, 
则对 X 的任何一个开覆盖，，存在洛潘，使得 

(1) 仍是 X 的拓扑基（自然也是覆 盖）； 

( 2 ) 

证明 我们定义 

^ = {B^3§ | 3 : BdW ). 

下面验证这样的满足要求 （1) 和 （2). 根据定义， （2) 显然成 
立•为了验证（1)，我们考察 X 的任意一个开集 G . 对任何 
•re g ， 显然存在 we ，， 使得 ■ reGfiw ; 因而又存在 Be 笼， 
使得 xesczcriw /. 显然有 

B 6 潔分 -， x G BdG. 

这证明了 淺， ■ 仍是 X 的拓扑基. □ 

第二可数空间拓 扑空间 X 被称为 第二可数空间，倘若它 
满足下面的第二可数 公理： 

( a 2 ) X 具有由可数个开集组成的拓扑基，（请注意，这里 

和以后所说的“可数”均包括“有限”的情形，更精确的说法是 
“至多可数 ） 

定理 1. 3 (Lindeldf 定理） 第二可数空间 X 的任何一个开 
覆盖都含有可数子覆盖. 

证明 设潑是 X 的一个可数的拓扑基， ，是 X 的一个 
开覆盖.根据命题 1. 2,存在洛的子族激#.，使得 

( 1 ) 满 w 覆盖 X ; 

( 2 ) 

頌、 作为潘的子族自然仍是可数的.不妨设 
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潘货 . = {B' ， B 2 ，…， B k ，… }. 

由于潑 yCy , 对每一个尽6琢 y/ .， 存在，使得 B k d 
于是的可数子族 

， 0 = {w/ 1 ， 2 ， “.w] 

仍是 x 的一个覆盖. □ 

定理 1.4 流形 A / 为第二可数空间的必要充分条 件是: 
它具有由可数个局部坐标域构成的覆盖. 

证明“必要性”部分可引用定理 1. 3加以证明，下面证明 
“充分性”部分. 

充 分性. 每一局部坐标域?7同胚于 iT 中的开集 炉 00, 
因而是第二可数的.只须 证明： 假如 M 能襄示成可数个开集的 
并集 

oo 

M=[jU k , 

k^i 

其中每个开集都是第二可数的，那么 M 本身是第二可数空 
间.请读者自己验证这后一结论. □ 

在流形的定义中附加第二可数公理，可以有效地排除一些 

“病态”情形的烦扰，使我们的注意力能够集中于最重要、最有 
意义的情形.因此，我们作如下的约定. 

重 要约定若无另外的说明，以后行文中所提到的流形都 
认为是满足第二可数公理的. 

§2局部紧性质 

局部紧空间设 X 是 Hausdorff 拓扑空间. X 被称为是局 
部紧的，倘若对 X 的任意一点和包含该点的任意开集 t /， 存 

在这样的开集 V : F 的闭包7是紧致的，并且满足条件 
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pevavciu. 

换句话说， x 被称为是局部紧的，倘若对任意的/和/>点 
的任意开邻域 u , 存在 p 点的闭包为紧致集的开邻域 r ， 使得 

V 匚 t/. 

定理 2.1 流形是局部紧空间. □ 

1 

定理 2. 2设 X 是第二可数的、局部紧 Hausdorff 拓扑空 
间，则存在可数个开集<^，6 2 ，一，(；，"，满足以下条件 ： 

(1) G , 是紧致集，）=1，2, …； 

(2) Gjd G j+1 , _；'=1，2, …； 

(3) Ug -= [ Jg ^ x . 

j J j J 

证明闭包紧致的开集组成 X 的一个覆盖，因而存在可数 
子覆盖.设 ' 

(*) - 

是可数个闭包为紧致集的开集，它们覆盖了 X . 我们首先取 

假定已经选定，满足这样的 条件： 

0,- i ) 是紧 致集； 

(U ^匚 G k _ v 

我们从 00 中选取有限个开集，使得这些开集的并集覆盖 

a 

G k _ y 然后命 UW k . 显然满足条件 
0,) 巧，是紧 致集； 

(V g^uw.czg,. 

用这样的方式选取的可数个开集 

G 1， G 2, …， G *， …， 

满足 条件： 
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(1) 匕是紧 致集， 々=1，2, 


% m m 


( 2 ) G k _ x [G k ，々 = 2 , 3 , 


( 3 ) X[ Uw k (z[jG k Cz[jG k C ： X. □ 

k k k 

注记 2. 3 如果拓扑空间 X 可以表示成可数个紧致集的 
并集，那么我们就说 X 是 a 紧的. 根据定理 2. 2,任何(满足第 
二可数公理的）流形都是^紧的. 

§ 3仿紧性质 


局部有限性与仿紧性 （1) 设 X 是一个拓扑空间.我们说 

• • 

X 的一个子集族 f 是局部有限的，倘若对任何 
点之开邻域 V ，使得 f / 只与 f 中的有限个集合 W 相交（即： 
仅有限个能使 

(2) 设； S ： 是拓扑空间，满足 Hausdorff 分离公理.空间 X 
被称为是仿紧的，倘若对于 X 的任何开覆盖都存在 X 的局 
部有限的开覆盖^，使得 

容易 证明： X 的任何紧致集 K 仅与局部有限族 f 的有限 
个集合相交.这就是说，仅有有限个能使 K [\ W ^0. 

记号约定我们约定以'表示 / T 中以原点为中心，以 p 
为半径的开球.这就是说，约定记 

B p i = {x = (Xj ， x w ) I 4 + … + X: < 〆 } • 

定理 3.1 设 M 是一个(满足第二可数公理的）流形.则对 
于 M 的任何一个开覆盖沒，存在 M 的可数个局部坐标图卡 

和开集 R ，％， 使得 

CZ V { CZ f/., i — 1 ， 2 ，…， 

并且满足 条件： 
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(1) 從二 { f /,} 是局部有限族， K 沒； 

(2) ( p t { V t ') = B z , /=1，2,…； 

(3) 妒 = 覆盖 Af . 

证明取可数个开集，…, G A ， …满足定理 2. 2的要 
求.记 G—i 0.显然是紧致集，是开 


集，并且 




对任意的，存在 Q 6 级，使得 pea 因而存在 m 的 
局部坐标图卡("，妗，满足这样的条件： 

(i) peud (G A+ 1 \G A _ 2 )flQ; 

(ii) <pip) — 0 , <p(U) = B r 
我们记 

V = <p-\B 2 ) 9 W = ^ l ( 5 3 ). 


因为是紧致集，所以存在有限个点 /^， D ，/> U ， 2) ，*“， 

I 

〜， v ， 使得相应的 G h \ G h _ r 只 


须取 


0 ^ 





( 1 , 1 ) 




， Vu ， V ;、， u ’ 


，v 


(2，A 2 ) ， 


} 




( 1 , 1 ) ^ 


9 W 


(i，a 


； W 


(2,1) ， 




(2 4 ) 


• • • 



就可满足 条件： 

(1) f 是局部有限族， K 沒; 


(2) < p t ( U t )= B ^ < p ;( V { ) = B 2 , ^0^)=5]， / = 1，2,…; 

(3) ^ 覆盖 M . 
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以上这些条件中，只有 I 的局部有限性质尚须验证.为了验证 
局部有限性，我们考察 M 的任意一点.可设 容易看 
出： 声点的开邻域 G 仅与％中有限个集合相交， 

G r n = 0 ， V «^ + 2 , 1 < X ^ . 匚 

推论 3. 2( 满足第二可数公理的）流形是仿紧的. 

这里的定理 3. 1及推论 3. 2将在后面许多重要定理的证 
明中用到•采取类似的办法，还可以证明更一般的结论. 

定理 3.3 局部紧第二可数的 Hausdorff 拓扑空间 X 必定 
是仿紧空间. 

证明 取可数个开集&，0 2 ,…，化，化 +1 ，…满足定理 2. 2 
所述的条件(1)，（2)和 （3). 考察 X 的任何一个开覆盖设.对每 

^6 都存在某个级，使得 x ^ Q x . 我们记 


(3.1) W x = Q x n ( G k + l \ G h _ 2 ). 

因为弓，乂^^是紧致集，所以存在有限个点 

X ihA) y X <A,2> ， … ， X (A ，* a )， 

使得相应的如 （3.1) 那样的开集 

，…~, 2) ，…， 


覆盖了 .我们记 






{W 


( 1 * 1 ) ^ 






(l ， t) ? 


W 


( 2 , 1 ) 


•摯 • 




(2，A 


_ 


• • » 
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则 f 是覆盖了 X 的局部有限开集族，并且 

逆 □ 


§4单位分解 

引理 4.1 设 C 是这样定义的实函数: 
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对于，>0, 
lo ， 对于〖 < 0 ， 


证明运用 L ? Hospital 法则很容易证明对任何多项式 
PCr ) 都有 


因而 


lim e 





= 0, 


lim e -+P 丄卜 O. 

— 0+ \ t I 

为了证明须 验证： 对任何非负整数 〜函数 
(⑴在 C >0 范围和 i <0 范围分别求出的 n 阶导数都能在^ = 0 
处连续地衔接起来.通过归纳，很容易证明？的《阶导数可 
以表示为 


这里 



对于〖> 0, 
对于/ < ()• 


尸。 



p 





n 


因而匕是一个 2 n 次的多 项式. 据此可知 


lim e 一 7 尸 

卜^0+ 行 



= 0 


辱 


综上所述，我们证明了 （ ec °° o ?， 及)， 

引理 4. 2设7是这样定义的 函数: 


7 ( 工） = 


SX 4 - 



r (4 - r 2 ) +?( r 2 - 1) 
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其中 f 是引理 4.1 中的那个函数， 

x = ( Xj ，•- - r = 卜 11= + … + 

则 vec 00 or ,10,并且满足以下 条件： 

， 70 r ) = 1， 对于 r < 1， 

0 < 70 c ) < 1， 对于 〗 <r < 2， 

7 Cr ) = 0， 对于 ||: c || = r > 2， 

7 ( — X) = 7J{ X ) , 对于任意的及' 

引理 4.3 设 M 是光滑流形 ，声是 AT 的任意一点， O /，0 
是 M 的局部坐标图卡， V 和 W 是 M 中的开集，并设 

p e W C Wd V C ： K 匚 U ， 

^(p) = 0, <p(W) = B 1 , 9?(V) = B 2 , <p(U) = B 3 , 

则存在斤 (：°°(从,/{)， 满足 条件： 

7( 分）= 1， 对于汞， 

、 0< V ( q ) < 1,对于 兩， 

. Hg ) = 0, 对于 

记号约定设/: M — 及是（^函数 U >0)， 我们约定记 

supp / = { q ^ M \ f { q ) ^ 0} , 

并把它称为函数/的支集•若 supp / 是紧致的.则称/为紧支 
函数.定义于 M 上的全体紧支函数的集合记为 C k c ( M ， R ). 

特别地，全体紧支光滑函数的集合记为 C ：°( M ， 及). 

定理 4 . 4 ( 单位分解或 1 的分解 （Partition of unity )) 设 
M 是光滑流形，逆是 M 的任意一个开覆盖，则存在可数个 

A . eC ^ CM ,!?), ;=1，2, …， 

适合 条件： 

(1) {supp 人 X 沒； 
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(2) {3叩9义 / }是 局部有限族； 

(3) 人 >0, z = l ，2，" •，并且 Da , 三 1. 

1 1= 1 

证明取 （ A ， 只），和 W ^ G ‘ = 1，2，...） 如定理 3. 1中所 

述.然后取％6^7(似，/0(/ = 1，2，"），适合这样的条件： 

( 

1 (g) — 1 » V q 6 %， 

^ 0<7,(9)<1 ， V? 6 W■ , / = 1 ， 2,…. 

v, (q) = 0 V^ G M\v t , 

因为欲={^}是局部有限族，所以 

00 

<+ °°. 

;=1 

又因为，=覆盖了 M ， 所以 

c?o 

TjVj > i . 

我们定义 J 

i oo 

\ = ^7 2Vj» z’= 1 ， 2, …. 

很容易 验证： 这样定义的 \ ，弋，…，满足定理的全部要求. 口 
注记 4. 5通常把满足上面定理的要求 (1) 〜 （3) 的紧支光 
滑函数族 U ,.} 叫做从属于覆盖沒的单位分解. 

推论 4.6 设 M 是光滑流形， F 是 M 的非空闭子集， G 是 
M 的开集， FCZG . 则存在发 eClM ，!?）， 使得 

厂匚{/^艏|发（/>) = 1} 匚 suppg 匚 G . 

若尸是紧致集，则还可要求 ^ eC ( M ,/ o . 

证明，则没 ={ G , H } 是 Af 的开覆盖.根据定 
理 4. 4,存在从属于沒 = { G ，//} 的单位分解 { A ,}. 我们定义 

S ~ z_j \ » 

suppA^.CZG 
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则有 


F = M\Hd {p^ M\g(p) = 1} Cl supp^- CZ G. 

若卩是紧致集，则存在 M 的开集 h ，它的闭包是紧致 
的，并且满足条件 


FCZG 0 d G 0 dG , 

VI G 0 代替 G， 重复上面的讨论(或利用上面的结论），可以得到 
函数 SoGdM，/?)， 满足这样的 条件： 

F 〔 {p^M\g 0 {py =- Dd supp 尽。匚 G 0 . 


因为是紧致的，所以有 □ 

推论 4. 7设 { G,} 是 M 的局部有限的开集族 ，&是 紧致 
集, KCG,， 并且 

IJ/C. = M. 

4 

t 

则存在 {v,.} 匚 cr ( m , 及），满足 条件： 

(1) 0<V ( .<1, 2 V 戶 1; 

(2) K i Csuppv CIG,• 

证明根据推论 4. 6,存在 fJL ^ C ^ m ^ R ) ，使得 

Cl {p^M\fi i {p^ — 1}CI supp^- CZ G r 

因为 {G」 是局部有限族，所以 


<+ °°. 


又因为 {&} 覆盖了 M， 所以 


> l 


我们定义 





则易 验证：{〃,.}满足全部要求. 
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§ 5 紧流形嵌入 Euclid 空间 

定义 5.1 设 M 和 iV 是 C 流形,/: M — W 是映射，并 
赋予 /( M ) 作为 iV 的子空间的拓扑.如果/ : M ^ N 是浸 
人，并且/是从 M 到 /( M ) 的一个同胚映射，那么我们就称 

/ : M—N 是一个 C ” 嵌入 . (T 嵌入又称光滑嵌入. 

定理 5. 2设 M 是紧致光滑流形，则存在光滑嵌入映射 

f •• M — R L ， 

其中 L 是一个足够大的自然数.（以后我们将看到，1 = 
2 dimA /+ l 就足够了.但这里的证明可能要求更大的 L .) 

证明对于每一点 peM , 存在 p 点邻近的局部坐标图卡 
使得 

<p{p) = 0, <p{U) = B 3 . 

我们引入记号 

V = < P ~\ B 2 ), w = 

由于 M 的紧致性，可以选择有限个这样的局部坐标图卡 
(%，灼），…，（％，％)，使得相应的％，•••，％覆盖了 M . 根据 

引理 4. 3,存在 aec ^ M ，/?)， 满足 条件： 

VM ) = 1» Vg 6 W .» 

J 0 〈⑽ <1 ， yg^v,\W { , 

、 ViW = o, yqeM\v r 

设 dimA /= w . 我们取 L = hw +々=々 (w + l ), 并作这样一个映射 

f •• M-*R L t 

其定义为 

/⑷ =(_) 巧 (9)， …，认) 朽⑷； ％(分），… ，⑽ ））， 
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其中对 7, 的定义作了这样的扩充：规定 

7 ; .(g) 只 (g) = 0, )fqEM\V r 

显然/: m -^ r l 是光滑映射.下面我们将 证明： 

(1) /在每一点都是 浸人； 

(2) / 是单映射. 

首先，对任意的存在上面取定的某个 W,.， 使得 
pew r ^ P 点的开邻域 w, 上， /(?) 的分量中的一部分恰好是 

7,(9)朽（2) = ， 


因而/的局部表示/=/。 f 1 具有这样的形状 

• 

f yX m ) = (***， , •** ,X m ， ****). 

据此容易证明 •. f 在 P 点是浸人. 

其次，设<?'， gGM， 使得 /V)=/Q)， 则有 

7,(〆）= vM 、 ， ^ = 1，…，々• 

设# %，则 ) = 1，因而％(〆 ） =1.这说明〆 e %.限制在 

考察/的分量，可以得到 

VjW ^? j ( g ') = 7/?) 巧(9)， 

但在上$是同胚映射，因而必有 〆 
了 

/(^ ) — /(g) >-g ; =9 ， 

即/是单映射. 

我们看到/ : M — R l 是一个单一的光滑的浸人.点集拓扑 
学中有这样一个定理：紧空间映人 Hausdorff 空间的单一连续 

映射必为到其像集的同胚映射•根据这一定理，我们可以 断定: 
/是从 M 到 /(AOC〆 的同胚 映射. 这就最后完成了定理的证 


P 

= S (9 ). 

以上讨论证明 


明. □ 
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练习 B 

B . 1. 试证下列空间（赋予通常的拓扑）都是第二可数空 
间： 

(1) R ； (2) R m ； (3) R m 的开子集. 

B . 2. 设拓扑空间 M 可以表示成可数个开集的 并集： 

k= 1 

并且每个开集赋有 M 的子空间拓扑）都是第二可数空间. 
求证 M 是第二可数空间. 

B .3. 试证： （1) 第二可数空间的子空间是第二可数 空间； 

(2) 局部紧致空间的闭子空间是局部紧致 空间； 

(3) 仿紧空间的闭子空间是仿紧空间. 

B .4. 设 M 是光滑流形(假定 M 满足第二可数公理）， A 和 
5是 M 的两个不相交的闭子集.试证存在，满足 
以下 要求： 

(1) />)<1, \fpeM ； 

( 2 ) — 1 » 

(3) ^(/ >) = 0, 

B .5. 众所周知，圆周 S 是一维流形，并且能够很好地嵌入 
到 I ? 2 之中.现在，请你给出圆周 S 的由两个图卡组成的图汇， 
然后仿照定理 5. 2的证明，设法将 S 嵌入到/? 3 中去(可以设法 
使所嵌入的空间比定理 5. 2的证明中所要求的维数低一维）. 
还请你描绘出用这种办法将* S 嵌人及 3 的大致图形.通过这 一 
练习，你能够凭借几何直观加强对定理 5. 2及其证明的理解. 

B . 6. 设 M 是光滑流形，{尺,.}是 M 的一个紧致集族， {7,} 
是 M 的一个局部有限的开集族, K / CT ^.， / = 1，2,…，并且 
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则对任意给定的一族正实数 k )， 存在光滑函数 e : 及，适合 

条件 

0 0 ( 户 ）<£,, \fpCK;，i = 1 ， 2,…. 

提示可按以下线索作出 证明： 

(1) 必要时缩小可设各个歹,都是紧致的. 

(2) 根据推论4.7,存在匚 C ^( M ，/0, 适合 条件： 

(a) 0 ^ ^ 1 y 〉 ] %.三 1; 

■ 

t 

( b ) supp^C F.. 

(3) 对于任意取定的力证明 A.^infie lv ^ V ^0}> O . 

(4) 验证如下定义的光滑函数 e 适合题目的 要求： 

€(/>> = 2 w 户〉. 

I 

J 

B . 7. 设 F 是矿的 闭子集.试证存在 /€ C TO ( r ,*), 适合 

条件 

(1) /Cr)>0 ， Vx6 R n ; 

(2) f ~\0) = F . 

(提示：可参看文献 [ Go ]， p . 17.) 
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第三章 Whitney 嵌入定理 

§1零测集 

定义 1. 0 设 a ^ b ^ R , a i < b i , i = l ，…， m . 我们称 的 

子集 

I = (a, jb x ) X (a 2 ，办 2 ) X …X (a m ， b m ) 

为 m 维开长方块(或开长方体），并将其体积定义为 

= fr (夂—〜). 

/ = 1 

/的闭包了被称为闭长方块(或闭长 方体) .闭长方块了的体积 
定义为 

丨 /1 = |/|. 

定义 1. 1集合 ECZR m 被称为 零测集 ，倘若对任意给定的 
e >0, 存在（至多）可数个 m 维开长方块1，/ 2 ，… ，使得 

^ cQ /., 2|/ ( | < e . 

1=1 /=1 

注记 1.2 将定义 1.1 中所提到的“开长方块”统统换成 

“开疋方块”，所得到的陈述与原定义等价.为说明这一事实，只 
须指出 ： ir 中的任何一个开长方块/可以被体积之和不超过 

2 W | 门的一些开正方块所覆盖. 

证明 首先指出：给定开区间 （ a ,6) 和实数0< / 

则 ( a ，6) 可以被 g 个长为 Z 的开区 
盖，这些开区间的总长度 


ql^ lib — a). 
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事实上，可取正整数使得 


a 




Q 


-- r ， 0 ^ r <C —. 


考察覆盖了 （ a ， W 的 g 个开区间 






1 


a 


5 a + 


1 ， … ，士 


这 g 个开区间的总长度 


Q I 




2(b 


a) 


2 厂 < 2(6 


a). 


对于给定的 w 维开长方块 


I 


(a 1 ,b x ) X (a 2 ,b 2 ) X ••• X (a m f b m ), 


我们取 


min{^. 


a 


1 ^ i < m}, 


对每个 / eu , …，;^}，存在 & 个长为 / 的开区间 




1， 


• *« 


% 


这些开区间覆盖了 (+4)， 并且长度之和 


^ < 2 { b i 


a ：). 


于是以下这些各边长为/的正方块覆盖了 


O 


1,勾，召1屮）\ 、 a 2， j 2 ，邑 Z 、 j 2 、乂 




X ( 气 




m 


m 


， 


m 


乂 G { 1， 


，％} 


1 ，… ， m . 


这些正方块体积之总和为 


2 OT ( 〜 — a l )-{b m - aj 

= 2 m \I\. □ 

零测集的子集(显然)仍是零测集.还容易 证明： 

命题 1. 3 如果 ECZ / r 能被(至多）可数个零测集 e ^ e 2 , 
…所覆盖，即 

oo 

EdljE , ( E t 是零测集，/ = 1，2,…）， 

/ = 1 
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那么五也是零测集. 

下面的命题 1.4 指出 /r 中的零测集可局部判定. ， 

命题 1. 4为使 E 匚 R m 是零测集，必须而且只须对任何 
•r6£ ，存在 x 点的开邻域V，使得五 n V是零测集. 

证明“必要性”是显然的，下面证明“充分性”. 

对每一点，存在该点的开邻域^7/使得£是零 
测集.我们记 

= {U £ }, 

显然 E [ U . 因为17= UR 作为 /T 的子空间是第二可数的， 
所以存在從的可数子族 

饮 0 = { U lt … }匚你 

仍然能覆盖 tz. 因为 EDO , 是零测集(纟=1，2,…），所以 

五 = 0( 五 n",) 

也是零测集. □ 1 

下面将 证明： 如果 C7 是 /T 中的开集， /GCkRiT)， 那么 
/将 U 中的零测集仍映成 (/? OT 中的)零测集.讨论中将引用这 

样的记号:对于工^化广：心斤/^我们约定记 

|x | ： = max { Ir I }• 

引理 1.5 /T 中的任何非空开集 t； 都可以表示成可数个 
闭长方块之并集： 



引理 1.6 设 t / 是及 m 中的开集，了是包含于 U 中的闭长 
方块， /eC^O^iT)， 则/在了上满足 Lipschitz 条件： 

|/(x) — /(y) I ^ Z |x — ^y| , V^»3^6 I » 
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其中 L 是非负实数. 

下面的命题 1. 7 指出： C 1 映射将 /?" 中的零测集仍变成零 
测集. 

命题 1.7 设 C 7 是 JT 中的非空开集 JCIf / 是零测集， 

/^(^^/，矿八则八幻也是零测集， 

证明 如前所述， V 可以表示成可数个闭长方块的 并集： 



我们记五,=五(1 /,，，= 1，2,…，则有 

oo 

E = U£ ； Ejdlj ，y = l ， 2, …. 

I 4 


因为/在上满足 Lipschiz 条件，所以 /(A) 是零测集(〖=1, 

oo 

2,…），因而 /(£)= U/(A) 也是零 测集. □ 

i = 1 

定义 1. 8设 M 是微分流形 ， dimM = m . 集合 EdM 被称 

为 零测集 ，倘若 M 的任何一个局部坐标图卡 （[/,?>) 都使得 
< p ( UV [ E )^ R m 中的零测集. 

显然零测集的子集仍是零测集；至多可数个零测集的并集 
也仍是零测集. 

命鼴 1.9 设 A / 是微分流形， dimA /= 饥 •为使 £ C ： M 是零 

测集，必须而且 只须： 对任意的 pGE ， 存在 f 点邻近的局部坐 
标图卡( V ，#)，使得0(7门£)是 / T 中的零测集. 

证明 条件的必要性是显然的，下面证明条件的充分性. 

设对所有的户€ 五， 都有命题中所述的那种局部坐标域 
V = % .约定记 


{ v p \ P eE }, w = { Jv p , 

P^E 

因为 W 作为第二可数空间 M 的子空间是第二可数的，所以存 
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在 f 的至多可数的子族％，使得％仍然覆盖 

住 

对于 m 的任意一个局部坐标图卡 a /， 妁，我们有 

oo 

^( c / n £)= U ^ n ^* n 五） 

/ =i 

oo 

= \ j ( fo < p -^ x ^( uf ] v t n 五 ））• 

t = 1 

因为 a a ； n 门五)〔 a (k n 五)是零测集， a (" n k 门五)包含 
在开集 AO / flV ,) 中，并且 

炉。 fkC^AO/DV,) ， 及 m )， 

所以 f 。 0 ; _1 ( Vv ( f / 门 K 门 £)) 是零测集 G = l ，2, …）.由此得知 
史 a / ri £) 是零测集. □ 

下面命题 1. 11的证明中（以及后面许多命题与定理的证 
明中），将用到 一 个涉及集合与映射的 一 般关系式(命题 1.10) : 

命題 1.10 设 x 和 r 是集合，/: 是一个映射，并 

设 

^ CX, BCZY, 

则有 

/(a n / - i cb )) = / u ) n b . 

证明 首先，显然有 

/(A D 厂 1 (五）） ClAA) n /( 厂 1 CB )) C /04) 门召. 
其次 

b e f(A) n B =^b = /(a) e B 9 ae A 

=^b = /(a )，a A f] / - 1 (B) 

h 

=^be f(A n 


至此，我们证明了 

/(ah z" 1 ^)) = /(A) n b. 
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命题 1. 11 设 M 和 N 是微分流形 ， dimAf = dimiV = m ， 

/ ec ' CAf ^ V ). 如果 £ CM 是零测集，那么 /(£)(=" 也是零测 
集. 


证明取可数个 m 的图卡 a /, ，钤），使得你二似,.}覆盖 
M •记尽■门五 （z = l ,2, …）. 只须证明每个 /( 尽）都是 W 中 
的零 测集. 为此，考察任意一点 qeN 和 q 点邻近的 W 的任意 
一个局部坐标图卡（ V ，#)•记厂(这里 厂 kv ) 
是集合 F 关于映射/的原像集）.则有 

pan / (五 ,））= 4 。 /(/ _1 00门£,) 

= ^/(/ -1 oorw , n 五） 

=0 。 f(W t (]E) 

=卢。/。 97 1 ( ^ n 五）乂 

因为只 (％ n £：) 是零测集，并且 

所以 0(^ n /(^))=^ 。 /。纩^^化门幻）是 jt 中的零测 
集. □ 

定理 1.12( 弱 Sard 定理）设 M 和 iV 是微分流形 ， dimM 

I 

< dim 見 / GC _1 ( M ， AO , 则 / OZ ) 是 W 中的零测集 • 

证明设 dimM = m , dimiV = n. 定义乘积流形 L = 
MX /^ i 和映射 

F ： M X R n — m — N ， 

(户 ， o /(/>). 

显然有 dimL = dlmN = n. 因为 MX {0} 是 L = MXi^i 中的零 
测集，并且，所以 

F(M X {0}) = /(M) 

是 w 中的零测集. □ 
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§ 2 Whitney 浸人定理 


由全体矩阵组成的集合 moz ， w )， 可等同于而赋 

有相应的拓扑.我们来考察空间 M («， m ) 中由全体秩为々的矩 
阵组成的子空间 M («， m ，々). 

引理 2.0 空间 MU ， m ) 中全体秩为々的矩阵组成的子空 
间 MOz ， m ， A ) 可赋予结构而成为一个维数为 

nm —— (n —— k ) (m — k) 

的流形. 

证明左上角的子阵非退化的全体; 2 Xw 矩阵组成 
空间 的一个开集合 G 。. 记 

何一个叉^以^可以写成 


X 


4 

B 

C 

D 


n—k 


， detA 笋 0 . 


k 


m—k-H 


以满秩 nXn 方阵 


L 


kxk 


J 


CA 




0 


(tt—k) X (tt — k) 


左乘 X 得到 


LX 


/I 


B 


0 \ D ~ CA~ l B 


因为 rank ( LX ) = rankX = 々，所以必有 


D 


CA^ l B = 0 ， D = CA^ ] B. 


这说明 X 的各子块中，只有 A ， B ， C 这三个子块是独立的，第四 








个子块 Z ) 完全由前三个子块决定.我们可以选取和 c 这 
三个子块的分量(共计 — (« —々） （m — A) 个分量)作为(7。中 
矩阵的局部坐标.如果定义 


( 

r A 

B " 



■A B- 


-C 

DJ 

j 


-C 0 - 


那么( X /。，％)就是 M (/2，；72 ，々）的一个图卡 • 

对 一 '般的 M ( n ， m '， k ) ，存在 raXw 置换阵 ' 和 mX/w 
置换阵 Q ，使得 P . X . Q , 的左上角的是子阵非退化，即使得 
dQ , 6^/ 0 . 考察 M ( w ， w ，々）的开集 

% =尸 rw 1 . 

在这开集上可以定义局部坐标 

炉 1(义1) = % ^ 

于是(％，朽）也成为 A /(«， m ， A ) 的一个图卡. 

这样， M ( n ， mM ) 为有限个开集 C ；。， R ，…，所覆盖， 

其中 



在 K 上我们定义局部坐标 汾)= %、 P 风、 • 如果《7,.门％# 
0，那么只与巧之间的坐标变换为 


v 斧 1 


'A 


这显然是映射, 


0 J 



B 

CA ^ 



命題 2. 1设 y 是 / T 中的开集， n > Zm 、 / ec ^ a /,/^). 
则对任给的正实数 y ， 存在 nXm 矩阵 A = (义,)，满足条件 

|A| = max{ |a. I } < 7 , 

/" J 

使得 g(^) = /Cr) + Ajt 

在上是浸人. 
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证明对于待定的考察映射 

g(x) = fix) + Ar. 

要使总 为浸人， A 应选择使得 Dg ( x ) = Df ( x )- hA 的秩不小于 

m . 换句话说，我们希望选择 d 使得 

D /( x ) + A ^ B , VBeM («， m ，々）， 

{0，1 ，…， m — 1} ， JoH 

也就是 

A ^ B ~ D/(x) , B6Min ， m ， k 、 ， 

々 6{0 ， l，".，m _ 1} ， x^U. 

为此，对于纟0,考察这样的映射 

<p k : M(n ， m ， k) X U , 

(B 9 x) ^ B- D/U). 

因为 n^Zm , 

nm — {n — k) (m — k} m 

< — [n — (m — l)][w — (m — 1)] + m 

= nm — (n — 2m) — 1 
^ nm — 1 ， 

dim(M(/2,/72 9 k) XU)<CdimM(n f m) f 
所以仏 ( M (”， m ，々） X ?7) 应是 M ( w ， m ) 中的零测集•我们可以在 

m — \ 

[J <p k (M(n j/n^k) X U) 

k = (i 

之中选择乂，满足条件 I a |< y •这样选择的 a 就使得 

D/(:c) + i4 ， m ，々） ， V-3 ： ^ k <C m. 

映射 ^(x)=/(x)+Ax 使得 

Dg -( jr ) = D /( x ) + A ^M(n 9 m,k) , 

'i jc^ ：U , k = — 1. 

因而客在 f / 上是浸人. □ 

记号约定 设卩是 / T 中的开集， X 是 / T 中的紧致集， 
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KCU , 考察映射 C 1 iU ， R n ). 设对于 Cr ] ，…，: r m ) €17 有 

j\x、= ( 八 ( 工） ，…， /" Or )) 

=(/ 〆 〜，〜 ，工 J ， … ，人(七 ，… ，工 J ). 


我们约 定记: 



⑻ 

K 


= max sup{ I /■ (x) | } ， 



/ 

r (0) 

3/ 

(0) 

3/ 

Ak = 

= max^ ^ 

L 

f K ， 

^x l 

> …， 

K 

3 工 m 


( 0 ) 

K 



命题 2 . 2 设 u 是 ir 中的开集， iC 是 / r 中的紧致集， 
kcz u . 如果 / ec l a /, m 在尺上 是浸入，那么存在占> 0 ,使 


得对任何 

geC l (U,R n ), \g-f\^<^ 
都有： g 在 尺上是 浸入. 

证明 对于贫^^^/，^，^^^/，我们定义 


Mg 9 x) = 



3x 

m 

_ 

^ (I) 

9X 1 

«■ 

• ^ 

_ 

_ 

^Si 

• 

_ 

OX x 

m 

• . • -- 

m 


(X) 


U) 


2 


* 


因为 rankD /( x ) — m f N jo ^： K ， 

所以有 a (/， x ) > 0 ， v ^ gk . 

h 

于是，存在 $> o , 使得只要 gec 1 o /，/ n ，|《一/ lt < i 也就有 


A ( 茗， x) > 0， [ 

命題 2. 3设 Af 是光滑流形， dimM = m ， w >2 m ， 并设 
(1) //匚 M 是闭集， / eC °°( M ，/0 在//上是 浸入； 


(2) < X /，0 是 Af 的图卡， ？< t /) = 5 3 ( 我们约定记: 

V = W = 
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(3) e 是任意给定的正实数， 

则存在 gec °°( M ，/ n ， 满足 条件： 

( a ) g{p、= f ， 'ip^ ： M\y ； 

( b ) g ■在 HU 示上是浸入； 

( c ) \\g(p)-f(p)\\<e, V />6 M (其中的 I • I 表示 /T 的 

Euclid 范数）. 

证明考察紧致集 

, K = Z/fl 7匚 (7 

和映射 

7= f o?m<p(uw 

根据命题 2. 2,存在$>0,使得只要 \g-f 就能保证 g 

在 〆 iO 上是浸入. 

选取代满足条件 

7( 声）=1， V 夕6 W ， 

— 0<7(/>)<1 ， v pev\w, 
yjip 、 = 0 ， v p ^m\v. 

在 < p ( U )= B 3 上，对映射/ = /。 9 _1 用命题 2. 1，可知存在任意 

小的 ， m ) ，使得 /(: r ) +Ar 是从 < p ( U )= B 3 到 / f a 的浸 

人.我们定义 

g(p) = /(/>)+ 艰 p 、 A(p{p\ 

这里同以前一样补充规定 

^{p^)A(p{p) = 0, v p^ ： M\y. 

局部看来 

^(x) = g 。 <p~ l (x) = f (x) + y(<p _1 (x))Ax, 
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〜 （1) 

只要 a 选取得充分小，当然可使 i -/ Ux ><^ 

考察 g 的构造，容易得出以下这些 结论： 

(1) 发(/>)=/(/>)， \ fpeM \ v . 

(2) 在尺 =// ny 上^•是浸入，在//\7上，尽=/当然也 
是浸入，因而&在 h 上是浸人.另一方面，在示上， g 的局部表 
示为因而容在示上是浸人于是，贫在 HU 
免上是浸入. 

(3) 只要 A 选择得足够小，当然可使. 

1^* (/ >) — /( / >)||<Ce* V p^ ： M. □ 

定理 2. 4 ( Whitney 漫入定理）设 M 是 C °° 流形， 

dimAf = m ， n ^ 2m. 

则对任何 / Gc °°( M ，/ r ) 和任何 e > o , 存在茗 ec °°( M ， jn ， 使 
得 

(1)容是从％到矿的 浸入； 

(2> \\ g ( p )- np )\\<£, v /> gm . 

(对于给定的 《> 2m ， 一 定存在 / eC °°( M ，/ r )， 例如: 
f 魂 由此得知，任何 M 维光滑流形 M 都可以光滑地浸入到 

2m 维 Euclid 空间及 2w 中去 .） 

证明取 M 的可数个局部坐标图卡 {( f ；,.#)} 和开集 

V, , W, ClU , , i = 1 , 2 ,-, 

满足如下 条件： 

(a) 你 ={%} 是局部有 限的； 

( b ) 只0/,.) = 5 3 , ^^.)=5 2 , / =1，2, …； 

(c) (及 ={%.}覆盖 M . 

我们归纳构造一列映射{/^〔(^(艏^”乂首先，* 
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并记 = •假定 />( j=0，l，". J —1) 已定义妥当，满足 

下面的 条件： 

(a.) /,(/>)=/,_!</>)» V/>eM\y >; 

(bp fj 在集合 

只广 Cj a 

/ =0 

上是浸入； 

(c)) ||///>)~/ i _ 1 (/ >)||<p, V/>e/v/. 

根据命题 2 . 3 ,存在厶 ec°°(M，r) ，使得 

f k ip 、= f k _'( p 、， v p eM \ v k ； 

(bp f k 在集合 

H k =H k _ x V}W k = \JW t 

y = o 

上是浸入； 

( c *) I 八 (A) —人 -1( 户): <4， V p GM. 

2 

▼= {w,} 覆盖了 M . 对任意一个 ％。， 因为 { V,.} 是局 

部有限族，所以紧致集兩/。只与 f 中有限个集合相交.于是，存 
在 k 0 > l 0 使得 

= 0 ， v 々>々 0 . 

由此可知 

人 (/>) =八 +1 (/>)， k > k 0 . 

因而可以定义 

(2.1) g { p ) = lim/^C/)) , p ^ M . 

灰一 ►CO 

考察函数序列 {// 及其极限函数 A 还能得到更进一步的 结论： 
(1) 如上所述，对任意一个存在自然数 々。: W Q ，使得 
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g(p) = f k ip) ^ \jp & Wk> k。. 

因为 并且厶 在集合上是浸入，所以 

g 6 c °°( M ，/ n 并且 g 是浸人映射. 

(2) 从 (2. 1) 的等价形式 

CO 

(2* 2) g(p) = /(/>) + ( 八 ( 户） — fk-\(P 、、 ， 

1 

容易得知 

CO 

\\g(p)-f(p)\\< 2 去 = e ， v/>gm. □ 

k— i 乙 

注记 2. 5 命题 2.1 〜命题 2. 3 为证明定理 2. 4 作准备•命 
题 2.1 断定： 映射 / GC °°( M ，/0 在任何一个局部坐标域上可 
以经过小的改动而变成浸入.命题 2. 2 保证： 映射 

C °°( M ，/ r ) 在紧致集 iC 上的浸入性质是稳定的，即不会因/的 
小的扰动而遭到破坏.这两个命题相结合，使得我们可以一小 
块又一小块地逐步对/作小的修改，每次修改后得到的映射在 
新的一小块上成为浸入而又不损害在原有若干块上的浸入性 
质. 最后就能得到一个浸入映射 g eC °°( M , R n ). 类似这样的证 
明手法以后还将多次用到•务请读者对这里的典范做法细心加 
以体会. 

说明 2.6 我们把既是“单映射”又是“浸入映射”的映射叫 
做单浸入.如果将定理 2. 4中的条件加强到 n >2 m，M 
么就能保证存在从 m 维光滑流形 M 到 / T 的单浸入.下面的定 
理 2. 7将证明这一事实.为了说明定理 2. 7证明中的关键技 
巧，这里叙述并证明一个辅助引理.因为该引理只起启发思考 
的作用，引理所证明的事实已包含在定理 2. 7的证明之中，所 
以不给该引理单独编号，只作为本说明的一部分. 

引理设 M 是 C °° 流形， 
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dim M = m ， 2m <C n ； 

g 是 m 的开子集， （ y ， 的是私的局部坐标图卡， 

w av ciu, 

< p ( U ) = B 3 y p ( v ) = jB 2 , 9?( W ^) = B v 

又设 

( 1 ) / ec °°( M ，/ n 限制于 g 上和限制于 "上 都是单映射; 

(2) 满足条件 


7( 户） 


对于 pew . 


e ( 0 , 1 )，对于 p ^ v \ w . 


0, 


对于 peM\v 




(3) 7>0, 


则存在 托 / r ， W < y ， 使得如下定义的发 gc °°( m ，/ o 在 cuv 
上是单映射： 


引理的证明我们记 


/(/>) 


7(/>) 汊 


= {(P ， q) G M X M\r}(p) ^ 7(g)}* 
显然 D 是 MXM 中的 开集. 然后定义这样一个映射 


6 t D ^ R \ 


(户，分） 


/(户） 




7(/>) 




fig) 

1 WT 


因为 


2m <C n f 


所以 0 CD ) 是 / T 中的零测集 • 因而存在 

b e R n \ oco ) , \\ b \\< r . 


这样的 6 将使得 


g ( p ) = f ( p ) 4 - V ( p)b 


63 



在 GUV 上是单映射(验证如下). 


对于 />， geGUV ， 假如 

g(p) = gW ， 


那么必定有 


lip ) = 7 ( 9 )* 


否则将导致矛盾: 


/(/>) — f(q) 

vw ~ VW 


e 0 W ). 


我们看到：对于/ 


gip) = giq) 


jV ^ = VW 

1/(/0 = f(q) 


^户，分€圹或户，9 6 G\V 

1/(/0 = f(q) 


=^>^p — q. 

这证明了 g 在 GUV 上是单映射. □ 

有了这个引理，当然可以仿照定理 2 . 4 证明中的做法，从 
任何一个浸人映射 / ec °°(A/,r) 开始，逐步构造一个<?~单浸 
入映射(这一构造过程可作为很好的练习）.下面定理 2 . 7 的证 

明采用归纳方式对逐步构造的过程作了统一的处理. 

定理 2 . 7 (Whitney 单浸入定理）设 M 是 C 7 °° 流形， 

dimAf = m , « > 2m t 

则对任何浸入映射 /eC^(Af,lT) 和任意给定的 e> 0 , 存在 g 
ec^o/， 及"），满足这样的条件 t 

是单浸入； 

(2) ||发(/0—/(户 ）|< e ， V />6 M . 

证明从浸人的典范局部表示（第一章命题 4 . 1 ) 可以看 

出，对任何 gGM， 存在 g 点的开邻域 Q， 使得 f \ Q 是单一的.以 
3 表示所有这样的 Q 组成的开集族，则沒是 M 的开覆盖.根 



据第二章定理 3. 1，存在 M 的可数个局部坐标图卡0/,，只)和幵 
集使得 

( a ) 你=队}是局部有限族，％ 

( b ) 灼= 灼0^)=召 2 , ^ W / )= B 1 , * = 1，2, …； 

( c ) { W ", } 覆盖 M . 

取 7, eC °°( M ，10 G = l ,2 ，…） 满足 条件： 


U/O = 1， 

^0 < %(/>)< 1， 


)/ pew tf 

ypev ^ w ^ 


mp) = o, \/p^M\V r 

我们按以下方式归纳构造浸人映射序列 {/；} c 


(^^，^•首先取/广/.假定/。，…,/^已定义妥当，我们 

将选取适当的~ e 及” ， I ~ || < e / z k , 使得 

/〆/>) = U/O + \{p 、 b k 

满足下面的条件： 


( a ) 八是浸入 映射; 


( b )/,(/>)=/,( g ) 




4_!(/ >)=4„ 1 ( g ). 


根据命题 2. 2只要~选取得充分小，就能保证条件 ( a ) 得到满 
足•为了使条件 ( b ) 也得到满足，我们定义集合 


D k = { (pfq)^M X M\ %{p 、 參 V k W} 

和映射 


e 


k 


D 


k 


R \ 


( pyq ) ^ 


fk - \、 p 、— fk - 






V k i<D 


嫵 


因为 dim ( MXA /) = 2 m </ z , 所以① （ A ) 是 /T 中的零测集.我 
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们可以选取任意小的这样选择的~就能保证 
映射人十％(/>)~满足条件 ( b ). 事实上，假如 

4(/>) = A ⑷， 7 〆 户 ） 关 1⑽， 


那么 


h ―― U 户）一八 - i ( g ) 

k : VkW-VkW 

这与相矛盾. 


( p , q ) eD k . 


因为是紧致集， f = a ,} 是局部有限集族，所以（通过 
类似于定理 2. 4证明中的讨论可知）对任意一个存在 
/。，使得 

/^(/ >) — / i+] (/>) » V p » k ^ k 0 . 

又因为 { W ,} 覆盖了 M ， 所以对任意的/从，存在极限 

I 

_ 

g(p) — Hni / 々（/>)， 

是 —oo 

并且有 

g (户）=/ 〆 />)， NP 6 W 、， k 。. 

对这样定义的映射 g : M — IT ， 可证明以下一些 结论： 

I 

(0) 并且 g 是浸入 映射； 

(1) ^ M — IT 是单 映射； 

(2) \\g(p)-f(p)\\<e, V/>6M. 

结论 (0) 和 （2) 几乎是显然的.下面验证结论 (1) .假设 

p，q 乏 M ， g{p^) = g{q). 

如前所述，存在自然数 M />) 和 Mg )， 分别使得 

g(p) = f k (p) ， ^k(p) i 

giq) = f k (q 、， \/k^kdq). 

因而 
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/〆/>) = / A (9 )， ^ max(^(/>) ,k(q)). 


于是 


:厂）>^ _ … • 

乂一 2 (夕）= f k 一 2⑷ 

这样，从 〆 ; >)=^(0 出发，可以得到 

J 7 y (户 ） = 7)(9)，）=1，2,…， 

|/(/>) = f 0 ( p ) = / 0 (^) = /(9)* 

设 / >€ W A ， 则由 VfM 、 = Vh 、 P 、 = ' 可知 

因为 /| v A s 单映射，并且 

P，q h ， f ( p ) = f ( q ), 

所以/ > = g •这证明了发： / T 是单 映射. □ 

§3常态映射与 Whitney 嵌入定理 

点集拓扑学中有这样的 定理： “紧空间到 Hansdorff 空间 

中的单一连续映射是到像集的同胚 •” 我们先对这定理作一剖 
析，然后设法加以推广. 

要证明单一连续映射/ : X - Y 是到像集的同胚，只须证 
明/是闭映射,即只须 证明： “/将 X 中的闭集映成 y 中的闭 
集”.如果 X 是紧空间， r 是 Hansdorff 空间，那么对于 X 的任 
何闭集 F ， 像集 /( F ) 是 Y 中的紧致集，因而也是闭集. 

为了推广上述定理，先介绍常态映射 (proper mapping ) 的 
概念. 

定义 3. 1设 X 和 y 是 Hausdorff 拓扑空间，/ : X ^ Y 是 
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连续映射.如果 Y 中任何紧致集尺的原像集 /^( K ) 都是 X 中 
的紧致集，那么我们就称/为常 态映射 • 

引理 3. 2 设 Y 是局部紧 Hausdorff 空间，则关于 Y 的子 


集 S 是否闭集，有这样的判别 准则: 


S 是7的闭集 



对 Y 的任何紧致集 X ， 
交集是紧致集. 


证明“部分是显然的•为了证明“ 部分，只 

须 指出： 对任意的:有 y 的某个邻域 V 与 S 不 相交. 


首先，取^的邻域使得尺=兩是紧 致集. 因为^不属于紧 
致集尺 n * S , 所以存在的邻域 VCIW , 使得 

(3.1) Vf](Kr\S) = 0. 


因为 VC W CW / = / C ， 所以 （3.1) 式也就是 
(3.2) V = 0 . d 

在下面定理的证明中，将用到这样一个关 系式： 设 X 和7是 
集合，/: X — Y 是一个映射， i 4 C = X , BCZY ， 则有 

/Mfl 厂 1 CB)) = f(A)C\B. 

(参看命题 1. 10.) 

定理 3. 3 设 X 是 Hausdorff 拓扑空间， r 是局部紧 
Hausdorff 空间，/ : X ^ Y 是常态映射•则/是闭映射.如果/ 

还是单映射，那么/是从 X 到/( X )的同胚. 

证明设 f 是 x 的任意一个闭集，尺是 y 的任意一个紧 
致集，我们来考察 

= fdFnr'CK)), 

因为是 x 中的紧致集，/是连续映射，所以 

/00门尺=/(/^厂 1 (幻)是7中紧致集.根据引理3.2，可以 
断定 /( F ) 是 y 中闭集. 

这样，我们证明了 /是闭映射.定理的其余部分是这一结 
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论的推论. □ 

注记 3. 4 

(1) 设7是 Hausdorff 拓扑 空间. 如果对于的子集 *5 是 
否闭集”有如同引理 3. 2中那样的判别准则，那么我们就称 Y 
为 紧生成空间. 

(2) 局部紧 Hausdorff 空间是紧生成空间（引理 3. 2). 任何 
距离空间也都是紧生成空间（练习 C . 6). 

(3) 设 X 是 Hausdorff 拓扑空间， y 是紧生成空间， 

/ : 是常态映射，则/是闭映射.如果/还是单映射，那么 

/是从 X 到/( X )的同胚(练习 C .7). 

引理 3. 5设 X 是 Hausdorff 拓扑空间，/ : X ~^ R n 是连续 

映射，化：矿―及是到第一个因子空间的投影映射•若/,= 
匕。/是常态映射，则/也是常态映射. 

证明 对于任意一个紧致集尺(=矿,投影 fi ^ K ) 是 K 中的 
紧致集，因而是有界闭集•不妨设 Pl ( K ) C [― L ， L ]， 则 

L , L ]), /— oc ) 匚厂 ^(声；^[- L ， L ])). 

因为 A : x -及 是常态映射， 

L,L])= ( Pl o /)-】([— L,L]) 

是 X 中的紧致集，而厂 '/ O 是其闭子集，所以厂也是紧 
致集. □ 

引理 3. 6设 M 是 ( T 流形,则存在 ( T 5 常态映射 

这里 

证明 首先，取 M 的可数个局部坐标图卡（％#)和开集 
R ， W ,. G = 1，2，…），满足这样一些 条件： 

(1) 是局部有限集 合族； 


69 



( 2 ) 妗 （ ^ 7 ,)= 5 3 , p t (V t )=B 2 f cp i {W i ) = B l , /= 1，2 , …; 

(3) 賢覆盖 M. 

然后取 7# C °°( M ，/ J )， 满足条件 



a W = Si 

尸1 

易见还可证明《 : M — R 是常态映射.为此，考 
察及的任意一个紧致集 K ， 可设尺 [[— L 』]. 因为 

a~ 1 (X)Ca" 1 ([- X,L])C \jw p 

1 

L 

并且 U % 是紧致集，所以它的闭子集(幻也是紧致集. 

J^l J 

利用上面构造的 C °° 常态映射 a : 及，我们定义映射 

f 如下： 

/(?) =(咖），0,…，0). 

根据引理 3. 5,显然/是 C °° 常态映射. □ 

引理 3. 7设 X 是 Hausdorff 拓扑空间，/ : X ~^ R n 是常态 
映射， g : x - r 是连续映射.如果 

II 犮 (/>) — /(/>) K 1 ， V p 6X , 

那么 g 也是常态映射. 

证明 ，中的任何紧致集 K 都是有界闭集，可设 KczBy 

因为 

II /(/>)!< lk (/ o |+ 1， v /> ex , 

所以 
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g — 1 (幻 Cf ](5 r ) 匚厂 1 (艮 +1 ). 

于是，作为紧致集/一^云^,)的闭子集，互 _1 00必定是紧致 
集. □ 

定理 3. 8 (Whitney 嵌入定理） 设 M 是 w 维 C °° 流形， 

«>2 m + l . 则存在从 M 到 / T 的 C 00 嵌人映射 

hi M -^ R \ 

使得 MAO 是 r 中的闭子集. 

证明 任取一个从 M 到 1 T 的（:^常态映射 /• 根据定理 
2.4 存在浸入映射 gec °°( M ， m ，使得 

\\gip) - /(川< 1/2， 

根据定理 2. 7,又存在单浸入 Aec °°( M ， m ，使得 

\\hip) - g (/0||< 1/2， V ^ eM . 

因为 || A (/0—/(/>)||<1 ，V / > GM ， 所以 A : M^R n 也是常态映 
射，因而 A 是闭映射，并且是从从到/1(从)(=矿的同胚.这样的 
A 满足定理的全部要求. □ 

下面的引理能帮助我们进一步理解 Whitney 嵌人定理的 
涵义： 任何 C °° 流形都可看作适当的 Euclid 空间的正则子流 
形. 

引理 3.9 设 M 和 iV 是流形 ， A : 是 C 嵌入映 

射 （r > 1 ) ，则 Af ' = A ( M ) 是 W 的 （ T 正则子流形，并且 
h •• A /— M ' 是同胚. 

证明考察任意一点 g = 户） 6 因为 

h : M — iV 是浸入映射，所以存在/>点邻近的 M 的局部坐标图 
卡 (U ，的和点邻近的 iV 的局部坐标图卡 G ^，0) ，使得 

h(U)CZW y <p(p) = Of 必(<?) = 0， 

衿。 / i 。 ，…， x m ) = (: r 】 ，…， x 讲， 0,…，0)， 


V ( 工 ！ ，… G <p(U). 


71 




上面最后一个等式可以写做 


(3. 3) 中。 々 (/>') = Op 〔 p 1 ) ， Q) 6 R m X R n m ， » 
因而有 

(3. 4) <p(h(U)) - <p{U) X 0. 

又因为 /i : M'=KM) 是同胚映射，并且 ^ 陚有作为 iV 的 
子空间的拓扑，所以 Ht /) 是中的开集，因而存在 iV 的开集 
Q， 使得 

(3.5) h(U) = Qf]M f . 

于是 

(3.6) q = h(p)^ ： h(JJ) CZW f\Q. 

h 

我们注 意到： 

(1) fO/) 是 r 中的开集，并且含有〆/ >)=o ; 

(2) 门 0) 是 iT=/TX 及 n_w 中的开集，并且含有 

^(/ i (/>)) = — 0. 

因此，存在 iT 中含有原点的幵集 G 和中含有原点的开集 
H ， 使得 

Gd^U), G X HC^O^nQ). 

我们取 


v = <p~\G x H)ewTiQ» 

则V是 g=A(/0 点在 W 中的开邻域(参看图 6) ，并且 

iP(vc[M f )=<pavf\wr\Q)r\M f ) 

= < pavr \ w ) n ( QC \ M , )) 

= * p(y da ( lo ) 

=0oo n 州(⑺） 

=(G X mfU^CU) X 0) 

=GX 0 


= (GxH')f]CR m X 0) 

= vKion (及 m x 0). 
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图6 

这证明了 是 N 的正则子流形. 

如果对 M 的任意一点 p ， 存在 p 点的开邻域山使得 HU ) 
是中的开集，并且映射 

h\U I U^hiU) 

是 ( T 同胚，那么我们就说 A : 是局部同胚.下面就来 

证明 A 确有此性质(证明涉及的符号如前面约定）. 

在户点邻近，考察局部表示 


前面的 （3. 3) 式可写成 


0 


(3. 7) h(<p(p f )) = (f(p f ) »0), V p r ^ ： U. 

而 （3.4) 式可写成 

(3. 8) 叾 (9([/)) = ( p { U ) X 0. 

映射石： < p ( U )^< p ( V ) X O = 0( MU )) 当然是 C "* 同胚.于是 

h : u ^ honmcf 同胚.这里的 p 是 m 的任意一点， u 是 p 点、 

在 A / 中的开邻域，/1(")是 q = h ( p ) 点、在 AT 中的开 邻域. 我们 

验证了 A : M — M ' 是局部 ( T 同胚. 

映射 A : M — A /' 既是同胚，又是局部 C " 同胚，当然必定是 

从 M 到从的 ( T 同胚. □ 

定理 3. 10 (Whitney 嵌入定理的另一陈述） 设 M 是 w 维 

光滑流形，《>2所+ 1，则存在矿的闭子集 AT ， 它是矿 的正则 

光滑子流形，并且光滑同胚于流形 

推论 3. 11任何（满足第二可数公理的）流形 M 都是 

可距离化的空间，即可赋予 M 适当的距离函数 

d ： MX Af — /?+， 

使得由 d 给出的距离拓扑与 M 的拓扑一致. 

附记 3. 12 对于/*>1，任何 ( T 流形结构都有与之 ( T 相容 
的 C 00 流形结构.（这就是人们所称的“流形的光滑化”,请参阅 
本书序言附记所列的主要参考书 [2]). 因此，任何（满足第二可 
数公理的)流形 ( r > l ) 都能嵌入到 Euclid 空间之中，作为 
其 C " 正则子流形,并且是一个闭子集. 

练习 C 

C . I . 设 M 和 7 V 是微分流形求证 MX { g } 是乘积 
流形 MXJV 中的零测集.特别地 ， MX {0} 是乘积流形 L = 

A / X〆 中的零测集. 

C . 2. 请完成命题1.3,引理 1.5 和引理 1.6 的证明 • 

下面的练习 C . 3〜 C . 5讨论关于零 测集的 Fubini 定理. 
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C . 3. 考察包含于开区间 u — e ， a ~ he ) 之中且覆盖了闭区 
间 [ a , 6] 的任一族开区间乂求证存在 J 的有限子族 

，使得 

r r 

U ，6]， 2 I /■ I <C 2 (b — a + e ). 

尸 l 7=1 " 

C . 4. 设 £ 是 r 中的紧致集， .V 是一个实数.我们约定记 

E s = { (:^ ，… , jc n ) G £ |xj ^ s }. 

如果 "是及^ 1 中的开集，使得 £ S C ：{ 5 } XU ， 那么存在含有 s 的 
适当小的区间 JC /?, 使得 

£，匚 U } xu ， we */. 

c. 5. (关于零 测集的 Fubini 定理） 设五是 / T 中的闭子 
集.如果任何一个 se / j 都使得五，是 { 5 } x / r 一 1 中的零测集，那 

么£是矿中的零测集. 

C . 6. 试证任何距离空间都是紧生成空间 .（ 关于紧生成空 
间的定义请参看注记 3. 4). 

c . 7. 设 X 是 Hausdorff 拓扑空间，7是紧生成空间， 
/: x — y 是常态映射，则/是闭映射（即/将 X 的任何闭集映 
成 y 中的闭集）.如果/还是单映射，那么/是从 x 到/( X )的 
同胚映射. 

c . 8. 设 x 和 y 是距离空间，/ : 是连续映射.则 

/为常态映射的充分必要条 件是： “如果 X 中的序列 { x „} 使得 

{/(<)} 收敛于 y 中某点，那么 U „} 必定含有收敛的子序列 . ” 

C . 9. 试利用 Whitney 嵌入定理，证明任何光滑流形都可 
赋予距离使之成为一个完备的距离空间. 
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第四章向量丛与管状邻域定理，映射的 

光滑化与同伦的光滑化 

§ 1弓 I 例 

首先介绍“同伦”.这是拓扑学中最基本的概念之一. 

设 x 和 y 是拓扑空间，: X — y 是连续映射 g = o ， i )， 
/=[ o , i ] 是实数区间.如果存在连续映射 f : Jxx — y ， 使得 

F (, 0 , x ) — f 0 { x ) , V 工6叉， 

F (1, j :) = f 1 ( x ) , 

那么我们就说 F 是从/。到的一个 同伦. 当这样的同伦存在 
时，我们就说/。同伦于八，记为 

fo^fv 

需要指明具体的同伦时，可写为 

4 ’八. 

容易验证：同伦关系是一种等价关系. 

对一般的连续映射作普遍的研究，由于情况错综复杂，往 

往难以入手•为了从“一团乱麻”中理出头绪，人们试探用某类 

较易研究的“好”映射去逼近任意的连续映射.有许多情形，所 

讨论的性质是在同伦变化下保持不变的（这几乎是拓扑学中所 

研究的主要情形），自然就要求用来逼近的“好”映射与被逼近 

的连续映射之间有同伦关系.在组合拓扑学中，常用的“好”映 

射是“分片线性映射”（即“单纯映射”），因而“单纯逼近定理”是 

最重要的工具之一.在微分拓扑学中，常选用的“好”映射是‘‘光 

滑映射”，所以连续映射的光滑逼近也是很重要的技术手段. 
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我们考虑这样一个 问题： 设 M 是紧致光滑流形， iV 是光滑 
流形，/: M — iV 是连续映射，能否用光滑映射# : M — N 去逼 

近/，并且要求用来逼近的光滑映射 g 同伦于/? 

对于 N = r 的情形，这问题比较容易解决.下面就是有关 
的讨论. 

引理 1. 1设卩是 JT 的开子集，尺是 iT 的紧致子集， 
/ cczt ; ，$是任意给定的正实数.则对任意的 / ec Q 07， in , 存在 

发 ec ^ o / j )， 使得 

I 茗 (x) —/o ) 丨 < 谷， 

证明对于/0>0,记 

K p = ueir I 3 yeK : |x — 水户 }. 

则仍是紧致集，并且只要我们把正数 P 选择得足够小，就可 
使得(取定一个这样的 P ). 根据第二章§ 4的推论 4. 6, 

存车 veer or , 10 使得 

K p d{x^ ： R m I 7(x) = 1 }Csupp r^ezu. 

我们先将 / 修改扩充为 

_ j7(:)/u) ， v 工 ec /， 

° X — lo ， ya ： eR m \U. 

在第二章 §4 里，已经知道存在函数 o ^ c 00 or , 及）,适合这样 
的条件 


^( x > = 1, Vxe ^ j , 


0 < < o ( jr ) < 1, 

co ( jr ) = 0, 


VxeB 2 \ B r 

VxeR m \ B 2f 


leo( — x) — <o(x) , V^R n \ 

我们将用这样的 o > 去“磨光 ”/。. 为此，先取 
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然后作积分 


(0 ，/>/3)， 


c 


g € M 


m ] 

ce J/f 


* 


m 


w 



(O 

md 

B 3 

jo - 

- 


(o(u)du 9 


£ 


foCy^^y 



£u) du 



c 




(u)f 0 (jc + eu) du 




易知 A6(T ( ir ， iO , 并且对于:有 


1 


\ g € M 




f ( 工 ) 


c 




A 


⑴ （ u)(f (X 


eu ) 




f(x))du 


B 


3 


A 




c 




I 

5 


<o{u) \f(x-\-eu)— fix) \du. 


由于 / 在紧致集上的一致连续性，上面不等式右端最后一 
个积分表示式随着 e ^ o 而一致地趋于 0( 相对于参数 x€ZO. 
因而，存在充分小的 e>0, 使得 

|&( 工） 一 /( 工 ） 丨 <》， Vid [I 


引理 1.2 设 M 是 C°° 流形， G 是 M 的一个开集，07,妗是 
M 的一个局部坐标图卡，井且满足条件： 9 ( U )= B r 我们记 

V = ^p 1 (-^2^ ^ W=(p 1 (^ ) •如果 / : A/~ 是 一 个连续映射，它 
限制在开集 G 上是光滑的，那么对任意给定的正实数 d ， 存在 
连续映射 g : 及，满足 条件： 

( 1 ) g(p)=f(p), ypeM\v ； 

{2) g 限制在开集 G \ jw 上是光 滑的； 

(3) |^(/>) —/(/>) |<C^» V/ jEM . 

证明取 7 GCH/?)， 满足 条件： 
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7( 户 ）=1 ， 

^ 0 < rj(p) < 1, V/>G^W» 

、 7(/0 = 0 ， V P^M\V. 


根据引理 1.1( 对于紧致集和开集 4)， 函数 / 



0 




数 


3 


/?) 在 


9 


上一致逼 


近: 


/ 。 f _1 (jt)— 发 0 (: r) | < 谷， V B 2 . 

记仏=〜。 a 则易知 Aec 00 ^，/?)， 并且 

1/(/>) -^(/ >)1 <沒， ^ pev . 

我们把/写成 

/( 户 ）= (1 — 7 (/ 0 )/( 声 ） + lip) f ip )» 

然后定义 

g(p) = (1 — 々 (/>))/(/>) + 7 lip)g l ip)* i 

显然 g : M — I ? 满足引理所要求的条件 （1),(2) 和 （3). □ 

引理 1.3 设 M 是光滑流形，/: 及是连 续映射，沒是 

任意给定的正实数.则存在 geC °°( A /， iO , 使得 

\gip^ — /(/>) | <C <5, V P^ ： M. 

证明选取 M 的可数个图卡07,.，只）和开集 
2,…），适合 条件： 

(1) 码 0/,.)=B 3 , 

(2) 是局部有限族； 

(3) 妒，={%}覆盖了 A /. 

约定记 = 0, / 0 - /. 

、 假定 八 已定义妥当，它限制在开集 
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Q = LK 

;=0 

之上是光 滑的. 根据引理 i . 2,存在八 f k+1 m 
制在开集 


fr +1 


G 


是 +i 


G k \JW 


k+i 




之上是光滑的，八 +1 限制在 A /\ V a +1 上等于 / A ，并且 


4 +1 (/») < Zk+] 


ypeM . 


在归纳定义了序列{八}之后，我们取 


g ( p ) 


lim f k ip ) , 


则并且适合条件 


I〆 户） 




/(/>)! < 谷， v/>eM. 



我们约定以记号 I • I = V( * , •) 表示矿中的 Euclid 范 

数. 

定理1_4设 M 是光滑流形，/: 是连续映射, e 是 

任意给定的正实数，则存在容 ec °°( Af ， ir )， 使得 

I 发(声） 一 /(声 ） ||< e ， V pEM f 
并且尽 同伦于 /. 


证明 


取 ^ = 6/77. 对/的《个分量分别引用引理 L 3 


就得到本定理结论前一部分的证明.然后定义 


F ( t , p ) 




(1 


+ tf ( p ) 1 V ( t3p)^：I X A /. 


则易 验证： F 是从 g 到 / 的同伦.这完成了定理结论后一部分 
的证明. □ 


约定以* T 表示标准的;2维球面，即约定 


S n = {x^R n+l j |j：| = 1 } ， 

其中的 1 • I 表示矿 +1 中的 Euclid 范数.对于 M 是光滑流形, 
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的情形，再来考虑前面提出的关于连续映射 / : M^N 
的光滑化问题. 

因为 f 是 / T + 1 的子流形，任何连续映射/ : M^S n (ZR n+1 
当然可以看成是到 / T + 1 中的连续映射.于是，对于任意给定的 

( 戶） 一 I\p) ||< e/2 < 1/2 ， 

并且从 / XA / 到 / T + 1 的映射 

F'{t ， p) ^ (1 — Og x (p) + tj\p、 ， X M 

是 从仏到 /的 同伦. 为使所得到的光滑逼近是从 M 映到 * S M 
的，我们设法将&(户)投射到 V 上去. 

对于任意3^及” +〗 \{0}，可以定义 

兀 (: y) = yibll. 

显然 7 T : R n+l \{0)^s n 是一个光滑 映射. 如果记 

g = ^ 0 giy 尸 = 疋 。 7^， 

那么 g 是从 M 到 * S ” 的光滑映射， F 是从 / XA / 到 f 的连续映 
射. 

我们来验证 

I 

\\g(p) - /(/>)|< e ， V />€ M . 

首先注 意到： 对于 Z ^/ T +1 \{0} 和有 


因而 




V 

"V — -| — 

V 



^ | v 2 + 1 — 2(t^ ， w) 




— W ^ 


V 

V 


V 




\v 


w 
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^ 2\v ~ w I. 

对 V^gy (/>) 和 W = /(/>) 运用所推导的不等式就得到 

\\g(p) - /( />)||<2|^(^) -/(/>)[<£, yp^M. 
还容易验证, F 是从 g 到/的 同伦： 

F(0，/0 = 7T 。 /^(0 ，声 ）= 7T 。 g l (p) = g(p ) , 

v/>eM. 

厂 (1 ，夕） = TT 。Ad，/)) = TT。 f(p) = /(/>)， 

在上面的讨论中，对于 / r +1 的子流形 y ，我们在 r +1 中确 
定了 的一个开邻域 

a = R n+i \{Q}z)S n 

并定义了一个光滑的投射 


m n -^ s \ 

借助于这样的技术手段，顺利地解决了从 M 到的映射的光 

滑化问题 —— 这只是一般的“管状邻域”技术的一个最简单的 
例子. 

对于一般的”维光滑流形 iv ， 我们可以先将 iV 嵌入到 

中去.如果能够在 /? 2 n +1 中确定 JV 的一个适当的开邻域 
G ， 并且确定适当的光滑投射 

7C : fl — N ， 

那么也就能仿照刚才的做法，顺利解决从 M 到 iV 的映射的光 
滑化问题. 

为了解决映射的光滑化问题，将利用“管状邻域”技术.在 

证明“管状邻域定理”之前，先要介绍关于向量丛的一些最基本 
的概念与知识. 


§2向量丛的概念 

在一点邻近作映射的线性近似是微分学的一种基本技术 
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手段.像微分流形这样的“弯曲的空间”，本身并不具有线性结 
构.对许多情形，我们有必要给微分流形的每一点配上一个适 
当的线性空间（例 如： 切空间）.向量丛概念的基本思想源出于 
此.为了从不同的角度考察这一概念，我们将介绍向量丛的三 
种（相互等价的）定义方式. 

定义 2. 1( 向置丛的第一种定义方式） 设五和 X 是 CT 流 
形（对 r = 0的情形，可以允许五和 X 只是 Hausdorff 拓扑空 
间）^ : £— XSC r 满映射， 〆 是通常的々维实空间.若以下的 
条件 (0) 和 （1) 得以满足，则称(五, X ，； r ，^) 为 々维 C " 实向蛋丛， 

并称£为（向量丛的）全空间， X 为底空间，;：为投影为纤维 
型.条件 (0) 和 （1) 是： 

(0) 对任意集合五赋有々维实系数向量 
空间结构(通常称 EJ x 点上的纤维）； 

(1) 存在 x 的开覆盖欲，并且对每一个开集 ue 呶，苕在 
C " 同胚 


h= h v : X R k , 

是底空间的开子集，这里要求 

(1. a ) 島 。 A = tt ， 即下面的图表（图 7) 可交换（这里的户 j 

是从乘积 rx # 到第一个因子 f ； 的投影 : U 

兀 “(U) ---— u XR^ 



图7 

( l . b ) 对任意的^云"，映射 

h : TT — kx ) — { jt } X R k 
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是向量空间之间的同构. 

在上面的定义中，开集被称为局部平凡域，同胚 A 
被称为局部平凡化. 

在不至于引起混清的情况下，有时也简单地称“五是一个々 
维实向量丛”. 

我们约定以 GL(i ^) 表示所有的非退化实数方阵组 

成的集合 . gl (Y) 可以看成是空间的开子集，因而賦有 C°° 
微分结构. 

定义 2.2( 向置丛的第二种定义方式）设 X 是 ( T 流形 

b 

(r=0 的情形允许X仅是 Hausdorff 拓扑空间），并设 

(0) 对任意的1€叉，有一个确定的6维实系数向量空间 
E r 与之对应，于是，我们可以构作 

E=R E t ( II 表示“不交并”)， 

而且可以定义这样一个映射； r : E — X ， 

a) 存在 x 的开覆盖 欲 ，使得对于任意一个 c/e 欲，有一 
个确定的标架场 

e v {x) = (e Lr j(x) ^ e v k { x )) 

与之对应，这里的 ~Cr) 对每个: rGU 都是&中的基底（即“标 
架”），于是，当欲，「|17关0时，在交集卩门7上定义 
了两组标架~ Cr) 和 (x) ，因而可设 

= e v ( x ) A vu ( x ) , 

这里的 A^U) 是 々XA 非退化实数 方阵； 

(2) 映射 


是<^的. 
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A vu ^Up{V^GUR k ) 



当条件 （0)，（1) 和 （2) 得以满足时，我们就把 

叫做々维 C 实向置丛. 

在上面给出的定义中，局部标架场 ~ Cr ) 与 £ V ( x ) 之间的 

变换满足条件 （2). 我们把这样两个标架场称为是 C " 
相容的. 

定义 2.3( 向置丛的第三种定义方式）设£是一个集合， 
X 是一个流形 （r = 0 情形允许 X 只是 Hausdorff 拓扑空 

间）， 7 T : £— X 是满映射，#是 A 维实空间.如果下面的条件 
(1.3)，（1.1 5 )和（2)得以满足，那么我们就把（五，又，7 1 *，/)叫做 

C " 向量丛. 

( l . a ) 存在 X 的开覆盖％,并且对每一个 ue %存在确 
定的单满映射 ( ——对应） 

h = hu ' TT—OI) —u x x k ， 

使得以下图表可交换（图 8). 

n~ x (U) ---- u XR k 



图 8 

( i . b ) 若汾并且 t / nv 关则 a v 。/^表示为 

hy ° h~ l : (f/DV) X i ? 4 -*(Uf]V) X R k 

(x,m) ^ (o:,A vu (jo)u ), 

其中的 A vu { x ) eGL { R k )i 

(2) 若 欲， C / nV #0， 则 

^vu : 7 门 7 —► GL(/?^) 
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是 C ” 映射. 

定理 2. 4定义 2. 1，定义 2. 2和定义 2. 3栢互 等价. 

证明约定用记号 I ， E 和21分别代表定义2.1，定义 2. 2 

和定义 2. 3. 并约定以“ I I ”这样的记号表示“定义1 

意义下的向量丛也是定义2, 2意义下的向量丛”（余类推).我 
们将证明 


“ I I I 二 I ”• 


首先证明“ I 



设&，… ，心是 的标准基底，即设 


J 1» 右 j = 1 ， 

飞0 ， 若 y / “ 



我们取 

h :,{ x ， d )， / = 1，•••，々， 

e c Xa:)= …， ( 工 )）. 


然后验证这样建立的局部标架场满足定义 2_ 2 的要求.对于 
c / nv #0， 考察两个 c 映射 

k v : ^ i (unvy^ (unvy x /?% 


hy : (Uf]V) X R\ 

这两个映射限制到每一纤维之上都是线性同构.因此 Ap 。 A v 
在 ? r _1 a / fm 的每一纤维上也是线性同构,我们写出 

€ v ( jo )= 


— I 

h u 


hy )) 


这里的 •) 是由 AJ 1 。 ~ 决定的，因而 

: ^ nv ^ GL (^) 
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是 C " 映射. 

其次证明“ 对于定义 2. 2意义下的向量丛 

( Ht ，#)， 显然有 

疋― 1 ^/) =11 五，. 

^eu 

我们构作“ 一一 对应”映射心： TT^O/)—UX〆， 规 定：若 

k 

叫 ^=S 心 u，: ⑴， 

i = 1 

•u 1 

则 h u ($) = (x,w), u = : 

这样定义的/^，其逆映射为 

k 

h^ 1 (x f u) = 2_ J ue Ui {x). 

i=\ ' 

显然对于 t/nv 关 0 的情形有 

一 1 

h v 。 h v (jo f u) ^ {x ^A vu (x)u ), 

并且 A vu : Uf]V-^GLC^) 

是 C” 映射. 

最后证明“ i=^r . 对于 • xGf/， 我们借助于 一一 对应 

h~ l 将 lr}X # 的线性结构搬过来作为的线性结 

构.由于定义 2. 3中的条件，用这种方式定义的的线性结构 
不依赖于的具体选择（只要求 xeu ). 我们还将利用各 
个 K 1 把的拓扑结构搬过来，作成£的拓扑结构.并将 

证明赋有这种拓扑的空间£具有 C" 微分结构. 

我们 规定：五 的子集称为开集，当且仅当对任何 
"€贫，集合心⑺门? r 1 ^/)) 是 uxR k 中的开集.用这种方式 
赋予£以拓扑结构，容易 看出：五 是一个 Hausdorff 拓扑空间 
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(因为 X 本身是 Hausdorff 空间）.这样定义的拓扑使得 

h v * n ~\ m ~* UXR k 成为同胚映射. 

因为 h v 。，其中 

A vu iUr\V^GUR k ) 

是 C " 映射，所以 

h v - k~ l : ( Uf ] V ) X 及 * — ( Uf ] V ) X R k 

也是 CT 映射. 借助于各个同胚 / I " : r 1 07)-^/ X #，我们可以 

赋予五以确定的 C " 微分结构.对这样建立的 C 微分结构，容 
易验证 

7 t i E -* X 

是 C " 映射，并且 

h v : n ~\ U)^U X ^ 


是 c 1 •同胚. □ 

注记 2 .S 虽然在定义 2. 2和定义 2. 3中没有以一目了然 
的方式指出全空间五是拓扑空间和 C "" 流形，但如定理 2. 4证 
明中所述，我们可以赋予五以明确的拓扑结构和 C " 微分结构. 

定义 2. 6设是 C 向量丛.如果 ( T 映射 
(7 •• X — £满足这样的条件 


。 <r(x) = x f y/x^：x 

(也就是 〆 x ) e 厂 Vxex ), 那么我们就说是向量 
丛£的一个 C " 截面. 


例 Z 7 设 M 是 （ T 流形， dimM=m •在第一章§ 5中，对 
每一点定义了 A / 在户点的切空间了如果记 


TM 



peM 


T . M 


并且定义 
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7T : TM—M ， 7T(0 = />， V$67yvf ， 




那么用定义 2.2 很容易 判明： （: TM，M，7T，/r) 是一个(^^向量 
丛,我们把这向量丛称做 M 的切丛、通常人们把切丛的截面叫做向 


置场. 

例 2. 8设X是流形 （r = 0 的情形允许X只是 Haus- 
dorff 拓扑空间）.我们记 E = XXR k 并定义 

7 CX E = X X R k — X , 

A 

(j ： ,^) — JT. 

显然 (£，x，7T，#)scr 向量丛，这最简单的向量丛被称为平凡 
丛.平凡丛的截面 a 具有这样的 形式： 

= (，，/(工)）， 

其中的/是从 x 到 W 的映射. 

注记 2.9 C" 向量丛概念的核 心是： 相应于底空间某个开 
覆盖的一族局部平凡化和不同的局部平凡化之间的 C* 相容 
性.本节中以三种方式介绍的向量丛定义，形式上都与适当的 
开覆盖 f 的选取有关.这样定义的对象在许多文献中被称为 
(相应于开 覆盖欲 的）“坐标丛”.更精细的定义还应把表面上 
依赖于不同的开覆盖实质上却无差别的那些“形异实同”的“坐 
标丛”等同起来，当作同一个向量丛•对此，我们不打算作全面 

细致的讨论，仅仅以定义 2. 3为例作一个简要的说明. 

•• 

约定将定义 2. 3所述的对象称为 “CT 坐标丛”，它由全空间 
五，底空间X，投影； r: E — X ， X 的开覆盖從和相应于每个 

的确定的单满映射(局部平凡化） 

h ^ h LJ t 7 r ~ l ( U)^U X R k 

组成.这样的坐标丛应记为 

(E f X 9 7r f R k ^,.^t), 

其中的成员是上面所说的那些局部平凡化. 
两个这样的坐标丛 
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子丛， Riemann 度量，正交补丛 


定义 3.1 设(£，叉4，#)是一个(^向量丛.我们称 &C： 
£是 E 的&维子向量丛，倘若对任意的 x 0 € X ， 存在 X。在X 

中的开邻域 f / 和丑的 ( T 局部平凡化 A : ；r _1 a/)—t/X# 使得 

h ( ir ：- l a ；) nE 1 ') = U X { R k i X {0}). 

命题 3. 2 设 (£， X，7r,Y) 是 C" 向量丛 • 为使巧匚 五是 E 
的心维子向量丛，必须而且 只须： 对任意的: roGX， 存在: c。 在 

X 中的开邻域(/和定义在上的£的 C" 标架场 

e U，l (工)’…7、(工)，(工)，… ， e U ， k ( X ) 、 

使得（也:=兀 1 ( x ) n 是由(工），…，％，~ ( 工）生成的 

的线性子空间 ( Vzet /). 

证明留给读者作为练习. □ 

定义 3. 3设 ( H ? r ，/^) 和(厂又，/?,#)是同一底空间 X 
上的两个 f 向量丛，则可賦予 

五 ㊉ F = II (I㊉ D 


( E ， x ，7 t ， R k ，^\^ r > 和 
被称为是 c 相容的，倘若 

X, 7 T , r \ 欲 U 7，， 涿） 

仍是一个坐标丛.容易验证： <r 坐标丛之间的这种 < r 相容 

关系是一种等价关系 .以五 为全空间，； c 为底空间，; r 为投影， 

■ 

R k 为纤维型的所有的坐标丛，按照 (T 相容关系分成的每一 
个等价类被称为是一个 ( T 向量丛. 

有了这个注记的说明，我们以后运用向量丛概念时可以更 
灵活地选取局部平凡域 t ； 和相应的局部平凡化 6=/^. 


3 

OAVO 
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确定的々+/维 f 实向量丛结构(仍以X为底空间）.我们称这 
向量丛为 E 与 F 的直和（又称 Whitney 和）. 

定义 3. 4 设是实向量丛.若/?:五 ㊉五― 
及是 CT 映射，它限制在每一纤维^^㊉五^上是空间I的内积 
(即对称，双线性，正定的实函数），则称 卢为向量丛 E 的 
C r -Riemann 度置 . 

在不至于引起混淆的情况下，人们常常使用简单的记号 
〈芒， 7>代替外$，7). 

定理 3. 5设X是（满足第二可数公理的 ）C" 流形，则以 
X 为底空间的任何 向量丛 E 都具有 C r -Riemann 度量. 

证明 利用适当的单位分解，可以把各个局部平凡表示的 
Euclid 内积粘合成为£的一个 Riemann 度量.（细节的验证留 

给读者作为练习 .） □ 

定理 3. 6 设向量丛 （ UTr，#) 赋有确定的 CT- 
Riemann 度量， F 是£的子向量丛， i^ = 7r _1 (：r) fjF， 并设尸丄 

是\在 A 中关于给定的 Riemann 度量的正交补空间.如果记 

〆=II 0 ， 

那么，1是£的子向量丛，并且 

E = F ㊉ 

证明 取五 的局部平凡化办： ？r _ 1 0/)-^7 XJ? A , 使得 

HTr -^ UyOF ) = U X iR m X {0}). 

由 A 决定了五在 t/ 上的一个标架场 

5 ( .Cr) =/1 _1 (工，《），= 1，…，是， 

其中前 m 个向量生成圪 (Vx6t/). 用 Gram-Schmidt 手续将标 
架场 

(3.1) \ (工），…， 5 w (x) ，…，〜 Cr) 

正交化，得到规范正交标架场 
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(3. 2) A (x〉 ，… ，cr w (: r) ，…， AO) ， 

其中的前个向量仍生成^(V x6C7) ，而后 k — m 个向量则生 

因为标架场 （3. 1) 与 （3. 2) 之间的变换是 CT ■的，所以标架 
场 (3. 2) 与原来的各个局部标架场 （T 相容.用 （3. 2) 作出£的 
局部平凡化，则可 看出： 尸^是£的子向量丛，并且 

£ = F ㊉ F 丄 . □ 

定理 3. 7设 M 是 7 V 的 C" 子流形，则： TM 是 7VV 的 
C^ 1 子向量丛. 

证明在任意的户邻近，取 W 的关于 M 正则的局部 

坐标图卡 (K,0). 对这局部坐标， 7ViV 具有标架场 

3 3 0 

- .• • - ••- 

而 7^ nv Af 则由 

、 9 a 

€，…， i 

1 m 

所生成. □ 

注记 3. 8 设 M 是# 的 C °° 子流形，是 7 W 的 
C°°-Riemann 度量，则#限制在 T71/ 上也是 7W 的 Riemann 度 

量. 因为任何光滑流形 Af 都可作为适当的〆的子流形 
2dimM+l), 所以平凡丛 77f A = #X〆 纤维上的 Euclid 内积 
在771/上诱导了一个 Riemann 度量 • 这用另一种办法证明了切 
丛的 Riemann 度量的存在性. 


§4管状邻域定理证明的准备 


设 f 是拓扑空间，5是 y 的子空间.如果连续映射 
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r : Y ^ B 满足条件 


rib) = 6 , 

那么我们就称 B 为 Y 的收缩核 r 并称 r 为（从7到5的）收缩 

映射. 

设(五，叉，7^/^)是一个(^向量丛.约定以表示向量空间 

中的零向量，我们来考察这样一个 截面： 

f(jc) — 0 ^., 

这样定义的截面被称为向量丛£的零截面.零截面显然是 (T 
的.约定记 


X Q = ^(.X) — {0 X I 

在不至于混淆的时候，人们也常马马虎虎地把零截面的像集 
x 0 叫做“零截 面”. 对于£是 < r 向量丛的情形，是五的 c ” 

子流形，因为在局部平凡表示下有 


h(7c~ l (U)f]X^ = u X 0, 

因为存在互逆的 (T 映射; r | X Q : X。—X 和 X — X 。，所以零 

截面子流形实际上 C " 微分同胚于兄 

我们看到，映射 C :叉->叉。(= 五实 际上将 X 嵌入到£中作 
为正则子 流形. 因为这个缘故，人们常常将 乂 0 与 X 等同视之. 

E 作为 X 。的开邻域具有非常好的 性质： 存在 C r 收缩映射 

r =【。 n •• E — X 0 . 

下面将要介绍的‘‘管状邻域”，正是以这种情形作为模式的. 

为了证明“管状邻域定理”，需要做一些 准备. 先从一个简 
单的引理开始. 

引理 4.1 设 X 和 r 是拓扑空间，0 : 是连续映射， 

*S 是 X 的闭子集，是单映射， 并设了 = 0( S ). 如果对 X 的任 
何闭子集 F ， 相应的都是 y 的闭子集，那么 
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<p\S •• S — T 

是同胚映射. 

证明 已经知道 : *s—：r 是单，满，连续映射.为了证 

j 

明 pis : S—T 是同胚，只须证明 MS : S^T 是闭映射. 

事实上，设 F 是X的任意一个闭子集.根据引理的条件， 
sKFflS) 是 Y 的闭子集.因为 

必 CF 门 S) [ 扒 S、= T ， 

所以 

0CFf|*S) = 0( 尸门 5 )门 T. 


由此可知 0( Ffl * S ) 是 T 的闭子集•我们证明了 : 是 

闭映射，因而是同胚. □ 

引理 4. 2将在以后的讨论中起关键作用. 

引理 4. 2设 X 和7是距离空间,; C 具有局部紧性质并且 
满足第二可数公理， A 是 X 的闭子集.设连续映射0 : 满 

足以下两 条件： 

(D < pxX ^ Y 是局部同胚映射（即对任意的映射 <p 
将〜点在 X 中的某个开邻域 C 7 同胚地映射成 〆 &)点在7中 
的开邻域 y =0(?7 )) ； 

(2) 5=004) 是卩的闭子集，并且 pU : A ^ B 是同胚映射. 
则存在 A 在 X 中的开邻域 G (即包含 A 的开集 G ) 和 5=004) 
在 Y 中的开邻域/ /( 即包含 B 的开集 H )， 使得 0( G )= H , 并且 

0| G : G — //是 同胚. 

证明 约定将 X 空间的距离函数记为 么对于 3>0和 
CCIX ， 我们约定记 

D(C ， d) = {x^X\d(x,C) < 

以下分步骤 ( a ) ， （ b ) ， （ c 〉 ， （ d ) 证明引理的结论. 

( a ) 先设 A 是紧致集•将用反证法 确认： 存在 A 在 X 中的 
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开邻域 G ， 使得 0 


G 是单映射. 


假如不是这样，则对任何 《 eiv , 在开集之中，必 
有夂和使得 

九垆1， 0( 九 ） =扒9„). 

因为，所以存在<，儿满足不等式 

d K ) d K ) < 


因为 a 是紧致集，所以必定存在 {<} 和的子序列 {乂 }和 

k 

W n } ，分别收敛于九 和％ 6 A ， 即 

K 广 p。，q' n 广 ％• 

于是也有 


Pn ， P 。， % —〜 
因为 ^ip n )=<pOj n ) ，所以 

k k 


《( P 0 ) =必 ( g 0 )_ 

但 / v^e a ， 并且 W / i 是单映射，所以 

A ) = 


根据条件（1)，存在 P 0 = q 0 的幵邻域 U ， 使得纠 C 7 是单映射.然 
而，对于充分大的々，点 八和〜 都将进入 t /. 因为 <p(P n ) = 

是务 k 

外 q^， 所以在 U 中必有 P n =q n； 这与前面所设矛盾. 

( b ) 对于 A 的一般情形，设次是 A 的一个紧致子集.根据 ( a ) 
中的讨论，存在 A ) 在 X 中的开邻域 Q ，使得是单映射 .. 

j 

由于 X 是局部紧空间，必要时适当缩小 Q ，不妨设 G * 是紧致 
集.下面将进一步 证明： 存在在； i ： 中的开邻域 G 。， 


G 0 C G c C G * 
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(因而5。也是紧致集），使得 (& Ua ) 也是单映射， 
#5。1^)是7的闭子集，并且 wktLM ) 是从 G 0 UA fij 


少 ( hUA ) 的同胚映射 • 

先取使得 

«eiV, =^D( A 。， 去) CIG*. 

只须 证明： 存在 n > n 。， 使得 



是单映射.进而可证明 


满足所述的全部要求. 





关于存在;使得0 是单映射的论证， 

\ \ n j / 

仍采用反 证法. 假设所述的《不存在，则对任何; 。，都 有 
使得 

Ai _ 殳”， 4( 夕 》) = 必(9„). 

因为和 “ A 都是单映射，所以么和％既不能同属于^， 
也不能同属于 A 不妨设 

九 eD(4, 引 V ， 9 w eA\G # . 

对于这样的 p „ ，存在 乂6'，使得 

因为 A 。 是紧致集，所以存在{乂}的子序列{忒 } ，使得 

l k 
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于是也有 




P 



P ^ A 0* 


因为 

<P(Q n ) = 0 ( 广 „ )， <P(p n ) ^ 

k k k 

所以 

中0 — 0(/>) E B . 

l k 

因为 

q n ^ A , <p(q n )^ ： (p(A) = B, 

必 (9„ ) — 屮 （ P ) 6 B ， 

H k 

并且冽 A 是从 A 到 B 的同胚映射，所以 

q ~^peA 0 d G,. 

k 

对充分大的々，相应的％将进入开集 Q (参看图 9), 但这与 
{ q n } CZA \ G , 相矛盾,至此,我们证 明了： 对某个自然数， 


是单映射. 



对于所确定的，我们记 


G 




于是 G 。 匚 G Q d (^ 

因为匕 是紧致集，所以 g d 也是紧致集.又因为必 G 4)= 厶是 y 
的闭子集，所以 

<p{G 0 \JA) = 0(G O ) U0(^O 
也是 r 的闭子集.因为 
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图 9 


/ 


G = Z ) A 

u \ 




所以 p C & IM ) 是单映射•尚须证明 

是同胚映射.为此，根据引理 4. 1，只须对 X 的任何闭子集验 
证 0( F 门0 。 u A )) 是 Y 的闭子集.这很容易从下式 看出： 

关于这里必 anA ) 的闭集性质，推证 如下： 因为 

(p A ^ B 

是同胚映射，所以必 (Ffl A ) 是 B 的闭子集.而 JB 又是 Y 的闭子 
集 W ( FnA ) 当然也是 Y 的闭子集. 

( c ) 对于引理所设的一般情形， A 可以表示成可数个紧致 
集的 并集： 
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不妨设 


A-U A j- 4 紧致 . 

7=1 

^-^2^—"** ^^+1^*** * 

根据 ( b ) 中的讨论，存在次的开邻域^，其闭包 gi 是紧致集， 
sKtUA ) 是 Y 的闭子集，并且 0 UAUA ) 是从 GjUA 3\ 
vHSiUA ) 的同胚映射.假设已定义好了 

W … 〔Gp 

其中各6是幵集， G , 的闭包&是紧致集， vHS ; LM ) 是 Y 的 

■% 

闭子集，并且 # I ( G ; . UA ) 是从 ^ LM 到 #( G y UA ) 的同胚映 

射. 我们分别将 G k [ jA k+i m G k \ jA 当作 ( b ) 中所讨论的4和 
A , 则可确定存在开集 

g a+ 1 =dG,ua, 

其闭包 Ga +1 是紧致集， ^( g a+1 ua ) 是 y 的闭子集，并且 

W ( t +1 LM ) 是从 t +1 LU 到 0( t +1 LM ) 的同胚映射.在归 
纳地定义了满足所述条件的开集序列 

之后，我们记 

CO 

G = LI 〜 

显然 G 是 X 的开子集，并且 1 

oo 

G ID (J A k = A . 

k — 1 

s 

( d ) 将证 H =0( G ) 是 Y 的开集，并且 ip\G : G 今 H 是同胚 
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映射. 

为此，首先考察的任意一点 

» Po 6 G. 

因为0是局部同胚映射，所以存在/>。点的开邻域 ACIG ， 使得 
〆 ？()）=弘是 Y 的开集.因为 

<P^Pq) 6 0( 尸 。） Cl <p{G) = H , 

所以 0( A ) 是打的内点.因为 H =^( G ) 的任何点都是内点，所 
以//是开集. 

其次，对于 G 的任何一个开子集，考察 〆 !))的任意一点 

0 (m o )， u 0 G D, 

因为有《。的开邻域 RCD ， 使得 ip ( U 0 )= V 0 是开集，并且 

0(«o) e 必似 0 ) 匚必 00 匚 (pdG) = H, 

所以 400 的任何点都是内点，我们证明了 0( D ) 是 H 的开子 
集.因为对于 G 的任何开子集 D ， 相应的 0( D ) 都是//的开子 

集，所以 Mg : g — h 健开映射. 

再来证明 pIg 是单映射.对于 m ' eG ， 可设 

x Ghf x f Gh ^ 

对于 

I = max{h f h f } f 

应该有 

XjX f 6 G l * 


因为并且 

<p\G l \JAiG l LM —0($ LM) 

是单映射，所以 4>\ G t 也是单映射.因此，如果: r ， x f ^ G 使得 

那么必有 X =^. 这证明了 < p \ g 是单 映射. 

我们证明了 是 y 的开集，并且证明了单一连续 
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映射冽 G : 是开映射.从而证明了 

ip G •• G — H 

是同胚映射. □ 

下面的引理为管状邻域定理提供了最基本的毛胚. 

引理 4.3 设 iV 是 〆 的子流形，并且 N 是妒的闭子 
集.设 E = ( TN ^ 是 TN 在 T N R fi 中的正交补丛 ，; r : E — N 是 

向量丛投影，映射4 : E -^ R P 定义为 

0(0 =兀(<?) + 芒 ，V 

(即 ^(6) = x +^» V (7 W ) 土， x € N ). 则 存在五 中零截面 

子流形 Z 的开邻域 G 和 V 中的开邻域 //=0( G )， 使得 
是从 G 到开的 C °° 同胚. 

证明 对任意的和我们来考察切映 
射 

(紙： ( TE \ — V = (7 W ): ㊉ （7 W ) f . 

JO Ju 

因为 0| z 是从 Z 到 iV 的 c °° 同胚，所以 

I 

W) 0 I (TZ) 0 : (TZ) 0 ^ (TA0 X 

X JT ^ 

是线性同构•另一方面，（邮)。 |( r 0 4) 显然是从: r 。 a 到 

II X 

( TN )^ 的线性同构•借助于局部平凡表示，容易看出 

⑽ =(tz) ㊉ r 

^ X JT * 

由此得知，（邮 )。是从 ( T£) q 到以=(7^\ ㊉ (7 W ) 土的线性 

•T jr ^ X 

同构. 

于是，存在 Z 在五中的一个开邻域 X ，使得对所有的 f 6 
X ，切映射 ( d ^) f 都是线性同构.我们 确认： 

(1) 映射4在 X 上是局部(：~同胚 ； 

(2) < p \ z 是从 Z 到的 C °° 同胚. 
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根据引理 4. 2,存在 Z 的开邻域 GCX ， 使得 H = iKG ) 是 〆 中 


的开集，并且是从 G 到//的同胚.又因为0在 X 上是局 

部 CT 同胚，所以 0| G 是从 G 到 H 的 C °° 同胚. □ 

附注 4 . 4 考察引理 4 . 3 中所定义的 映射： 

<po = x + e ， 芒 e£=(rAo 丄 ， x = 

应该指出：这里的 I 是 iV 的点在 V 中的位置向量彳则为 Y 

中 W 在1点的任意一个法向量，符号“+”则表示 Y 中的向量 
加法. 

为了理解引理 4. 3及其证明，需要弄清“抽象的丛”与其 
“具体表现”之间的区别和联系•例如，作为抽象的切丛， 7 W 在 
不同点上的纤维是不相交的•然而，作为其具体表现， N 在 x 点 
的切空间 T X N 被看作是 V 中附着于 I 点的一个《维平面 
(« = dimAO , 附着于不同点的切空间则有可能相交(想一想曲 
线或曲面的例子).在引理 4. 3及其证明的表述中，作为“抽象 
的”法丛，的各纤维（“抽象的”法空间）两两不相交. 
必的像集则是五中的具体表现，附着于 JV 的不 
同点的“具体的”法空间有可能相交•需要证明的关键事实是： 
P 能够将£:中零截面 Z 的某个开邻域 G 同胚地映为#中 JV 
的某个开邻域对此可作如下的几何 解释： 限制在 H 的范围 

内，附着于 W 的不同点的各个法空间两两不相交，并且这些法 
空间完全覆盖了 H (参看图 10). 

抽象概念与具体表现之间的相互关系是理解许多问题的 
关键.我们建立抽象法丛五= (77^)1 的过程，是从具体对象 

为出发点的•待抽象法丛五 =(7 W)l 建立以后,在引理 

4.3 的证明中，又通过映射从抽象的法丛回到具体 
的 V 之中. 

下面，我们先利用向量丛的第二种定义方式（即定义 2.2) 
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H 


图 10 

说明抽象法丛五 = CHV ) i 的构造，然后较具体地解释引理 4.3 
的证明思路. 

(1) 首先 指出： 无交并 II 可视为集合 

{ ( x ， 安 ） | jcG X ， ^ G £ x }. 

(2) 对于光滑嵌入到中的流形#，我们来考察 W 的切 
空间与法空间 ( lyso ^ 的具体表现. 

(2-1) 切空 间：设 2，•••，，是 iV 在工点邻近的局部坐标, 

我们来考察向量组 

0X 1 

dx 2 

* 

* 

* 

dx p 
3m) 

这些向量组生成 N [^ R p ^: r 点邻近各点的切空间. 

(2-2) 法空 间：对 于所述的局部坐标，不妨设 
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det 


Qjc 1 

Bx 1 

3 u l 

• 

• 

V V 

du n 

華 

0 

Bx 71 

dx n 


^ bu l 




关 0 . 


于是，以下这些向量线性无关，局部构成 TR ^ 的标架场 


， - « 
Sjc 1 


dj： 1 









3u n 


0 

1 

a 

0 


0 

• 

攀 


« 

« 


• 

1 

• 1 


儀 

# 


m 


■ 

* 


奪 

• 


畢 

_ 

3x n 


dx n 



1 




Bu 1 


^u n 


0 

1 

i 

1 

0 


0 

Bx n+1 


3x M+1 


1 


1 

0 


0 

0M 1 

，…， 

du n 

% 

1 

9 


W+ 2 


3x n+2 


0 


1 


0 

^u l 


du n 






% 

晕 


儺 

• 


攀 


攀 


0 

* 


• 

'bx p 


« 

m 

0 


m 

% 

0 


• 

1 

_ Bu 1 _ 


hu n _ 

- 







采用 Gram - Schmidt 手续，将这局部标架场正交化得到 

r UA ^ X ^ j *** 9 T U , n^ X ^f ff u , l ^ x ^ 9， m ， ， G U ， p ~ n 、 X 、， 

在所设局部坐标的范围内，这里的前 W 个向量 


r C/,l ( 文 )，… 

仍生成#在此范围内各点的切空间；与之正交的后 /> — n 个向 



tf "， i ( X ) ，… ， a U ， p - fS X 、 

生成 iv 的各点在及 A 中的法空间 

(3) 抽象法丛五构造. 
我们首先写出无交并集合 
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£ = 1 J (T 1 N)^= {(x,$) (T^N)^}. 

工 

刚才在 （2-2) 中构造出的 

给出五的局部标架场. 

对于: rGf / nK ， 须考察标架场之间的变换 


A 


vu 




为此，我们先来考察 ^ X /^方阵 

C ^ Cx ) = [ r 。，/ 工) ，…， r [/， n (:) ;汀 t /,1 (工） ，…，。(7, 户 — ，!(工)]* 

显然 


C v : U — GLO^) 

是 c °° 映射.对于有 

( 4 . 1 ) C v (x) = CyMdCyix^C^x), 

这里正交方阵 CV ( x ) 的转置 （ CV ( x )) T 就是它的逆方阵 
( C v Or )) _1 . —方面，向量组 


与向量组 


Vi ⑸，…， a v ，…⑴ 


〜⑸， …， r [/少 ) 

相互正交;另一方面，向量组 


r v ， l ( 工），…，~，„(工) 


与向量组 


I⑴，…，％，/>-«(:) 

也相互正交 • 我们来考察刚才所述的正交性质在以下方阵乘积 
中的 表现： 

(4.2) ( C v ( x )) T C t / ( x ). 

于是得到 
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(4.3) (C v (x)) T C u (x)= 


n p-n 

由 （4. 1) 和 （4. 3) 可得 

( T v ( x ) = a v Xx ) A vu ( sc ), 

这里 

: Uf \ V -^ GL ( R p ^ n ) 

显然是 C°° 映射. 

至此，根据定义 2. 2,我们完成了抽象法丛五= GTJV)i 的 
构造. 

(4) 引理 4. 3证明思路的分析. 

对于赋有 P ~ n 维向量丛结构的抽象法丛 

e = ( Tm x = 芒 eoyv)i}， 

考察光滑映射 

h 

+ E — R ， ， 

(x,6) Hr + 6- 

约定将抽象法丛五 tcnv) 1 的零截面子流形记为 z, 则显然 

(p \ Z i Z 一 N 

是光滑同胚7当然是抽象法丛五= (7W) 1 的闭子集.此外，已 
知 W 是V的闭子集. 

I 

对于 U,0)ez (也就是 X6A0, 容易 看到： 

( ①， (TZ)\_=T x N ， 

((D^)(T£))^ 0) = (T N 於 . 

h 

因此，将线性空间 
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( TE )U ， 0) = ( ： rZ) Or ， G) ㊉ (了 H。) 

映满同样维数的线性空间 

T R p = (7\ A 0 ㊉ ( TN ) X . 

因而在零截面 Z 的邻近， D 0 都是非退化的线性映射.根据逆 
函数定理，0在零截面 Z 的邻近是局部光滑同胚.于是，依据引 
理 4. 2, 我们完成了引理 4. 3 的证明. 

§5管状邻域定理 


引理 5. 1 设（£，叉，〜/^)是一个 C °° 向量丛，赋有 

C ^- Riemann 度量 艮， Z 是 E 的零截面子流形， G 是 Z 的开邻 
域.则存在正值函数 e : X —及， 使得 

4= |6| <0}〔 G ， 

这里的 I • I 是由 Riemann 度量/?决定的范数 • 

证明 首先指出这样的事实： 

(1) 对任意的存在 g 在 X 中的开邻域 Q 和正实数夂 

使得 

{如―⑽丨 m < kp , 

为了证明（1)，我们先取含有 g 点的局部平凡域 Z ) 和相应 
的局部平凡化办：因为 A (7 T _1 CD ) nG ) 是 D 
XR k 中零截面的开邻域，所以可取 g 点的闭包为紧致集的开邻 

域 qcq 匚 d 和正实数 y ， 使得 

.{(x,t;)eQX 匚办 Or _1 CD)f1G). 

约定记 


A ( x , v ) = \ h ~ 1 ( x 9 v ) I , V (^ 9 v ) 6 Q X R k , 

s k ~ l = {t ； e^|lblH 1}. 
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因为连续函数 / I 在紧致集 
在常数使得 




由此易得 


5 上取得正的最小值，所以存 

V G Q X S k ~ x . 


AO,t；) ^ /u\v \ ^ V (x ， v) C Q X R k • 

取 8=/ ul / ，则有 

AO，。）= \h~ l ix,v) I <C d —•?>• I^ I <C 7. 

由此得知 


h({^e^ l (Q)\\e\ <d})cz {(x^v)eQX R k \\\v\\<7} 


tT~t ^ J L f 

因而 


c/iorkroriG )， 


{^ e ^ _1 ( Q ) |^| < d \ c ： G . 


根据 （1) 的结论，存在 X 的开覆盖沒 ={Q} 和相应的一族 
正实数 <心}，使得 

{^ e ? r _1 ( Q )| |^| < S q } CZG . 

于是又存在X的可数个局部坐标图卡 a/,.， 只）和开集 y f . , 
( w ^. ckcir )， 使得 

(a) 是局部有限族， 似<0•’ 

(b) 灼 (C7,‘）= B 3 , 码 0^.) = £ 2 , …）； 

(c) ，={%}覆盖了兄 _ 

对每—个 C /.， 存在4> 0 ,使得 

{ 如一 1 0/;)| |6| < ) CZG. 

为了得到引理的结论，还须证明 

(2) 存在正值 C°° 函数 e : X— 及，使得 


e ( x ) < d k j 


y ^ ew k , k 泛 n . 
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为此，我们选取单位分解 4} 〔 (^°«，/0，使得 

W k (Z{x^X\ A^(x) > 0}C ： supp X k ClV k , k = 1,2, …， 

对于 JGiV ， 约定记 

t } = min { 8 t \ V t {\V 0}, ) = 1 ，2,…. 

然后定义 

OC 1 

e(jr) = X] 〜义 )(：)• 

)=i 

对于如果 7 a =0， 那么显然 a / ( x )= o . 因而 

oo 

= 2 MCr) < 义 2 A ) (JC) = 

y ( n~ k ^0 广 1 

这样，我们证明了 

*» 

4= {^ e £| 1^1 <« r ( D } 匚 G . □ 

综合引理 4. 2,引理 4. 3和引理 5. 1的讨论，我们已经证明 

了下面的未加修饰的“管状邻域定理”(又称 e - 管状邻域定理). 
定理 5. 2设 JV 是 Y 的子流形, EsCHV ) 1 是:在 

T n R p 中的正交补丛 ，; r : E — N 是丛的投影，映射0 : E —妒定 

义为 

^( i ) = tt (^) + ^ v ^ e £. 

则存在正值 C °° 函数 e : 使得 12=0(4) 是 ^在炉中的 

开邻域，并且 M 4是从4到 n 的同胚，这里 

4 = {^ e £|||^||<^(?)}, ' 

其中的 I • II 是由 V 中的 Euclid 度量决定的范数.如果定义 

P = 芄。 4 _1 (参看图11)，那么 p : 是 C °° 映射，并且满足 

(5.1) p {^ o ) — Xj V ^ rGiV . 

定理 5.2 中的 D 被称为 W 在/^中的管状邻域^ : Q^N 
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被称为管状邻域 D 的收缩映射(或管状投影映射). 


五 =(77\0 丄二 >4 £ - - -- Q<^R P 



附注由 （5.1) 式可以看出 a : m 是 淹没映射.事 
实上，切映射和限制到 CTAOi 上是该空间的恒同映射.本章后 
的附录将要用到这一结论. 

下面的定理 5. 3是管状邻域定理的修饰完成的形式. 

定理 5. 3设 7 V 是 V 的 C °° 子流形，£= (7 W ) 丄是 7 W 在 

T n R p 中的正交补丛 ,tt :五 — 是向量丛投影.则存在 JV 在 

中的开邻域12和从£到 D 的微分同胚 

I 

to t E — (7W 〉 丄 — 《 Q ， 

使得 ^( 0 x ) = Xj )j X^：N y 

I 

并且存在从 D 到 TV 的收缩映射 p 使得以下图表可 

交换（图 12). 

£=( 77V ) 丄 ---- a=RP 



图12 

证明根据定理 5. 2,存在正值函数 

e : N — R ， 
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使得是及 * 中的开集，并且 d 4是从4到 n 的同 

胚;还存在<^"收缩映射厂得图表11可交换(这里沿 
用上一定理的记号）. 

我们构造这样一个从五= CTAO 1 到4的 映射： 


6 (^) = 

容易看出 A 的逆映射为 



e~\v) = . 7 ■… ■■ … ， 

\/( 咖 (7))) 2 - Wvl 2 

并且 F 1 : 也是 （ T 映射.因此心五—4是 C °° 同胚.显 

然沒满足等式 r 。0=1因而有交换图表（图 13). 如果记勿= 
0。沒，那么 w :和 p : O ^ N 满足定理结论的要求： o > 是 
从 EsCTW )' 1 到 n 的 ( T 同胚，户是从 D 到#的 c °° 收缩映射， 
并且定理所述的图表(图 12) 可交换， d 



N 

图13 


§6映射的光滑化与同伦的光滑化 

■ 

有了管状邻域定理，仿照§ 1中的范例，就可以顺利地解决 
映射的光滑化问题. 

引理 6.1 设 M 是光滑流形，/: Af— V 是连续映射， 7 是 
任意给定的正实数.则存在光滑映射 g : M —/?' 使得 
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Il ^( x ) — fix ) \\<cy J JC ^： M . 

(该引理在 § 1 中已证明了！） 

引理 6.2 设 K 是 V 中的紧致集山是尺的开邻域，则存 
在沒 >0,使得 

K $ = { yeR P \ cKy , K )< : S } CZn , 

证明 留作练习. □ 

定理 6. 3 设 M 是紧致光滑流形，#是光滑流形， 
/: 是连续映射， e 是给定正实数.则存在光滑映射 

g : " A /"， 使得 

(1) d{g{x) ， / (x)Xe, 'ixEM ； 

(2) g 〜 /. 

证明记/ > = 2 dimiV + l ， 将 iV 嵌 入到# 之中.设是 AT 
在 Y 中的管状邻域 ， P : D —7 V 是相应的收缩映射.对于 
K =/( M ) 和按照引理 6. 2确定正数 心使得 

k s = { j ； e ^|3^ ex : iy - z \\^ s}cza 

因为 P 限制在紧致集上具有一致连续性，所以存在 〃 > 0 , 使 
得只要 

y ^ y 0 ^ K s * bi ~ ^ 0 |<< T , 

就有 I〆 & )— 〆 ％) I < s . 

根据引理 6 .1，存在光滑映射& : 适合条件 

|《 0 ( J ) —/ Or ) ||< min (沒，。）， Vj ：€ M . 

我们定义 

h Q { t = (1 — t ) g 0 { x ^ - f - tf 、工、， 1 9 Af . 

显然有 

] h Q ( t , x ) - / U )||<^, V ^ e /, 

因为 g 0 ( M ) czn f h 0 a X M ) eX 3, 

所以可以定义 
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g = p 0 g 0 , h = p ° K. 

这样得到 

n) ， hec°u x m ， n). 

容易验证： 

(1) I 尽 (x)—/( ： c)I<e ， Vj ： GM ； 

(2) g Jtf, □ 

再来考察同伦的光滑化问题. 

定义 6.4 设/。，八： A /— W 是光滑映射，/=[0，1]是实数 
区间.如果存在光滑映射 / XM -7 V ， 使得对于某个 
ye ( o ， i /3] 有 

/ 0 ( or ), V ^6 [0,/], 

F(t 9 x) = V^G[l — 

那么我们就说/。光滑同伦于八，记为 

/。〜八 ( C 00 ). 

如有必要指明具体的同伦 f ， 则可写成 

/ 0 Zf x o . 

在上面的定义中，要求在 （ 开始的一个区段 f 等于/。，在 t 
终了的一个区段 F 等于人.这样的规定使得我们能够很容易地 
验证： 如此定义的光滑同伦关系是一种等价关系（特别 是：光 
滑同伦关系具有“传递性”). 

引理 6. 5设3是任意给定的正实数, M 是紧致光滑流形， 

#是光滑映射: / XAf — Y 是连续映射，满足 

条件 

F (“ x )=/ 0 O ) ， V ^ G [0, l /3], x 6 M , 

F(t,x)= f^x) , [2/3»l]t xGM. 

则存在光滑映射 G : 满足条件 
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G { t , x )= f 0 u ), vte [ o , i /9], 

AU )， V ^ e [8/9,1], xeM , 

\G(t,x) — F(t,x) |<1 yt^It x^ ： M. 

证明首先取，满足条件 

jl ， V ^ G [2/9,7/9], 

A( ° — 1 。， We[0 ， l/9]U[8/9 ， 1]. 

其次，对乘积流形 (0，1) XM 和连续映射 F |((0,1) XM ) 引用 
引理6.1，可知存在光滑映射 P : (0, l ) XAf — 使得 

IlFU’j：) — F(“x) |< 5 ， (0,1) , x^M. 

我们定义 

G(t 9 x) = (1 — X(t))F + A ⑴尹 ( ，， x). 

则显然 G •• 满足引理所陈述的所有要求. □ 

定理 6. 6 设 M 是紧致光滑流形， W 是光滑流形， 
/ 0 ，八 •• M - iV 是光滑映射.如果/。连续同伦于八，那么/。也 

就光滑同伦于八. 

证明记 P = 2 dimiV + l ， 首先将 W 嵌人到及〃之中. 

■ 

设心是 /。与乃之间的连续 同伦. 我们定义 

t 0 (o ,:)， 若， e [ o ， i / 3 ], 

F(t,x) = — 1 ，工），若 [1/3 ， 2/3 ]， 

/ 0 (1 ，文)， 若 f€[2/3 ， l]. 

F 0 和 F 都可看成是从 JXAf 到 W 的映射.设 fi 是 AT 在 f 中 

的管状邻域 ， p : O ^ N 是相应的收缩映射.对于 K =- 
FCrXM )= F 0 (/ XAf ) 和打利用引理 6. 2确定一个正数 A 根据 

引理 6. 5,存在光滑映射 G : 满足条件 

G(t,x) = / 0 (x), V^6[0,l/9], x^M, 

G(t,x) = [8/9 ， 1] ， 
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如果令 


G(f,x) — F (t ， x) 


<C 汐 ， N te I ， A/. 


H = p 。 G i I 乂 M — N ， 

那么显然 H 是/。与 A 之间的光滑同伦. □ 

本节的最后，对涉及带边流形的映射光滑化和同伦光滑化 
说几句话.事实上，引理 6. 1，定理 6. 3,引理 6. 5和定理 6. 6都 

可稍加修改适用于带边流形情形.下面将对此作简单的介绍. 
(在第六章的§ 3,我们还将用另外的办法解决这里的问题 .） 
引理 6.7 设是％的开子集， K 是的紧致子集, 

xc u +9 5是任意给定的正实数.则对任何 / Gc ^ az + j )， 存 

在 gec °° a 7 + ，/ o , 使得 

\gM - /⑴丨 <s ， \/xeK. 

证明简述对于 / C 的开子集卩+，存在 ir 的开子集 c /, 使 
得 

U + =Uf]R m + . 

f / + 作为距离空间（/的闭子集，可适用 Tietze 扩充引理(参看下 
面的附注).于是，可以将 

因为 1 C 是 R m 的闭子集，所以的紧致集 K 必定也是 / T 的 
紧致集，并且显然 


K 匚 U . 

于是可仿照引理 1. 1中的做法，确定一个函数 vecTar , R ), 
然后定义 


7(^)/(x) , 、 jc^ ： U ， 

0, \ Jx ^： R m \ p . 

接下去的证明就与引理 1. 1完全类似了. □ 

附注任何距离空间 （ XW ) 必定是正规空间.事实上，设 
A 和£是 X 的两个不相交的非空闭子集，则可按以下方式定 
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义一个连续函数 /: X—A 

r r v d(x $ A) 

’ ⑴ = u) + d(x，By 

容易看出 

/ Cr ) = 0， y^eAi 

/o) = 1 ， yx^ ： B. 

我们利用/确定以下两个 幵集： 

g = Lex|/(x)<y}, h = jxexj/u)>|-J. 

显然 GfW =0, 并且 

ac ： g 9 m. □ 

引理 6. 7 对引理 1. 1 进行了修改，使之可以适用于带边情 
形•接下去，当然可以修改§1中的引理1.2,引理 1.3 和定理 

p 

1.4,以适用于带边流形情形，因为这些引理和定理的证明都基 
于引理 1.1. 

于是，可以修改本节的引理 6. 1，定理 6. 3和定理 6. 6,以适 

用于带边流形情形.下面，我们简单陈述修订引理 6. 1，定理 
6. 3和定理 6. 6所得的 结果. 

引理 6. 8设 Af 是光滑的带边流形，/: 妒是连续 

映射，/是任意给定的正实数，则存在光滑映射 g : 使得 

定理 6.9 设 M 是紧致光滑的带边流形， iV 是光滑的无 
边流形，/: M — iV 是连续映射， e 是任意给定的正实数.则存 
在光滑映射 

g •• M — N ， 

满足条件 

(1) d(gM ， /Or))<e ， 

(2) g 连续同伦于 /• 
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定理 6. 10 设 A / 是紧致光滑的带边流形， JV 是光滑的无 
边流形，/。，八： M ^ N 是光滑映射.如果/。连续同伦于，那 
么 / o 也就必定光滑同伦于 

附录 P 更一般的管状邻域定理 

定理 设 W 是光猾流形, Af 是 W 的光滑子流形, dim #== 

W，dim A / == 772"\72 . 则存在 

(1) 以 M 为底的光滑向量丛 ( r ， M ，; r , l ?”_ m )， 

(2) iW 在 TV 中的开邻域 VI ， 

(3) 光滑同胚 A :厂― A , 

使得 

^( 0 ^) = ^ 

于是 r =? r 。 A _1 : A—M 是光滑的收缩映射，使得图 H 中所示 
图表可交换. 


— A 



图 14 

证明（简述）记/ >=2 n + l . 將 N 视为 R fi 的光滑子流形. 

于是，根据定理 5. 3,存在 N 在 中的开邻域公和光滑的收缩 
映射户： O -^ N . 

以 r 表示 TM 在 T m N 中的正交补丛.考察从 r 到 〆 中 
的映射 


# 0 (芒） = x + f ， \/尽€厂1， 
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易知有 厂 中零截面 z 的开邻域 Q ， 使得 4^ Q 、[ n . 我们定义 

ip = p O 屮 . 

则映射满足下面的 条件： 

(1) 在 Z 的某个开邻域 XCIQ 中，0是局部 C °° 同胚； 

(2) 是从 Z 到 M 的 C°° 同胚 • 

于是，我们可以仿照引理 4 . 3 , 引理 5 . 1 , 定理 5 . 2 和定理 

5 . 3 中的做法，顺利地完成这个一般形式的“管状邻域定理”的 
证明. □ 


练习 D 

定义如果 C " 向量丛可以由单独一个平凡化 

h •• E — X X R k 

予以确定，那么就称这向量丛为可平凡化的向 最丛. （有的文献 

直截了当地把这里所称的“可平凡化的向量丛”叫做“平凡 
丛，，• ） 

D . I . 试证义和义的切丛都是可平凡化的向量丛. 

D . 2. 试证任何李群的切丛都必定是可平凡化的向量丛. 
D.3. 设厂 /T +1 \0~^S” 是径向投影.试证 

(R n+l \0, S\ Pj R) 

是一个可平凡化的向量丛. 

D .4. 试证 ： r * s rt ㊉ cs w x 及)是可平凡化的向量丛.（这里 

是 V 的切向量丛 ， y Xi ? 表示以 V 为底 R 为纤维的平凡丛 .） 

D.5. 试赋予（不带边的） MGbius 带适当的结构，使其成为 

以* S 1 为底，以 if 为纤维型的向量丛 L . 试证这样的向量丛 L 是 

不可平凡化的，但 L ® L 却是可平凡化的向量丛. 

D.6. 试证以为底空间的任何一个向量丛都是可平凡化 
的向量丛. 
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第五章正则值与横截性 


§ 1 正则值与 Sard 定理 


自从坐标法问世以来，人们热衷于研究各种方程式所表示 
的曲线或曲面.设 卩是 / r 中的开集，/: 是 c 映射. 对 

这样一般的/和任意的 6 e / r ， 方程 


fix) 


b 


的解集合/4(6)可能相当复杂，与通常曲线或曲面的几何直观 


大相径庭.因此有必要 考察： 哪些 beR n 能保证 Z " 1 00成为 cr 


流形？这就引出了正则值的概念. 

定义 1.1 设 M 和 iV 是微分流形， W 的维数 dimiV = « .又 
设/: 是可微映射. 

(1) 如果使得 


rank^/ < n , 

那么我们就称/>为/的临界点./的全体临界点的集合记为 c f 
或者 C (/). 


如果使得 



S 


那么我们就称/>为/的正则点 ./ 的全体正则点的集合是 
M\C / =M\C(/) # 


(2) 如果使得 

厂、） ncv # 0， 

那么我们 就称？ 为/的临界值. 

如果使得 
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r l Cq ) f ] C f ^0. 

那么我们就称 g 为 / 的正则值. 

附注/的全体临界值的集合是 /( C /)./ 的全体正则值 
的集合是 N \ fac f ) (请 注意： 不是 f ( M \ Cf ) h 在正则值的定义 

中，包括的情形 ，即： “不是值”的也属正则值 
之列. 

下面的定理显示了正则值概念的重要性. 

定理 1.2( 正则值原像定理） 设似和 iV 是 CT 流形 
1)，/: m — iv 是 < r 映射，是/的正则值，厂 
则夕二厂 1 ^)是 M 的 CT " 正则子流形，并且 

dim iS = dim M 一 dim N . 

(显然 S 是 A / 的闭子集，因而是闭子流形 .） 

证明我们利用淹没映射的典范局部表示.对任意的 Po e 

S = f l 、 q 、 ，存在九点邻近的 Af 的局部坐标图卡 ( f / ，炉)和穿点 
邻近的 iV 的局部坐标图卡 ( F ，0)， 使得 

炉(声。 ） = 0， 0(^) = 0, f ( U ) CZV , 

并且使得 

/ = P 。/。^ | < p { U ) , 

其中 〆 ' ： R m = R m n XR n ^ R n 是从乘积空间 R m n X r 到第二 
个因子 空间矿 的投射.因为 

peu [\ r \ q ) / >)6^ aon /~ 1 ( o ), 

所以 

<PiU(}f~\q)) = ^(t/)n/ _1 (0) = (p(XJ)r[iR m - n X 0). 

(请 注意： 对于;的情形，结论仍成立 .） 匚 
例 1.3 设映射/:矿 +1 — I ? 1 定义为 

/( 气，々 ，…， X ”） = 4 + 4 + …+ <• 


120 



易 验证： /是光滑映射，任何实数^0都是/的正则值，并且 

对 〆 >0有 f -\ p ) 羊 0. 于是，对于户>0,可以断定厂是 

矿― 1 的光滑的《维正则子流形.特别地，是矿 +] 的 
光滑的《维正则子流形. 

下面的“唱片引理”是正则值原像定理的重要特殊情形（在 
以后的讨论中，将多次用到这一重要引理). 

引理 1.4( 唱片引理）设 M 和# 是流形是 
紧致的， dimM — dim N . 又设/ : Af — NSC r 映射. 如果 q^：N 
是/的正则值并且/ _1 (0关0，那么 

(1) /— UWCIM 是有限 点集： 

(2) 存在 9 在 JV 中的开邻域 V ，使得 

其中％是 AT 中两两不相交的开集，户,.6^；,.，并且 

fp , 

是 f 同胚(?‘ = 1，… ，々乂 

证明 根据定理 1.2( 正则值原像定理），/-弋？)是况的0 
维子流形，也就是由一些孤立点组成的子集•但/ -1 (?)作为紧 
空间 M 的闭子集也是紧致的，所以/― 1 ^)是有限点集 { A ，…， 
九}，这证明了 （1). 

因为 

I 

rank ^ / = dimM = dim AT ， 

所以 / 在 A 点邻近是局部 f 同胚，即存在九在 M 中的开邻 

■ 

域％和9点在 W 中的开邻域 F , •，使得/ I %. : H /.— y ■是 c r 同 

胚 U = l ， …， k ). 必要时适当缩小各 W 7 ;， 可设这些是两两不 
相 交的： 
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W i p[W j = 0, w 关 ） • 


显然 /{ 0 是 iV 中的紧致集并且不包含 g 点，所以 

叫 iV,V( m \ Cm) 

r — 1 ' ' f — 1 

k 

是？ 点的开邻域.因为 U 以外的点不可能经/映人 k 中， 

，=1 

所以 

厂 ioo 匚 0 

/=1 

我们记 

u,. = w t nf~ l (V), i = 1 ， … ， k. 

则有 

k k 

U (U %)n/ 一 L (v) = r\v), 

i=i / =i 

/ o /,)= fw . nr l { V )) 

= = 《• = i "•• ，々， 

并且 

f\u t . tU^V 


是 cr 同胚.我们证明了 （ 2 ). □ 

在上面的讨论中，我们又一次用到集合与映射的一个关系 
式： 设 A ： 和 Y 是集合，/: 是映射, ACX ， BC ： Y ， 则 

= f ( A ) f ] B . 

既然正则值具有如上面定理 1. 2 所述的良好性质，人们自 
然关心这样的正则值是否有足够多？下面的 Sard 定理肯定地 
回答了这个问题. 

定理 1.5 (Sard 定理， C °° 情形）设 M 和 iV 是 C °° 流形， 
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/ ec °°( M ， AO ， c (/) 是 / 的临界 点集合 .则 /( c (/)) 是 w 中的 

零测集.因而/的正则值在 w 中处处稠密. 

Sard 定理是微分拓扑中许多重要存在定理的基础，其重要 
性是不言而喻的.但我们把 Sard 定理的证明放到本章后的附 
录 Y 中.因为证明方法虽然不算困难，却是以后较少用到的. 

§2横截性 

横截性是正则值概念的延伸.有人 曾说： “横截性揭开了流 
形的秘密”.这一概念的重要性可想而知. 

定义 2. 1设 M 和 W 是流形 ( r > l )， S 是的正则 
子流形，/ : M ^ N 是 C 7 * 映射，4是 M 的任意一个子集. 

(1) 如果 

(2 .D aeAfl /- 1 ⑸ ^f^ a (T a M)+ T f(a) S = T f 、 a 、N ， 
那么我们就说 / 在 A 上与 * S 横截 ，记为 

(2.2) /爪 A 

请注意，对于 Afl / _1 CS ) = 0( 即 /( A ) 门5 = 0)的情形，人们 
认为条件 (2. 1) 自动成立（这是逻辑上普遍采纳的一种约定）， 
因而认为/在 A 上也是与 *5 横截的. 

(2) 对于{/>}是单点集的情形，如果条件 （2.1) 得以满 
足（包括厂 1 CS ) 的情形），那么我们就说/在声点与 5横 
截，记为 


(3) 对于 Z = M 的情形，如果条件 （2. 1) 得以满足（包括 
/0/)门5 = 0情形），那么我们就直接称/与 S 横截，并简单地 
记为 
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(4) 对于 A/ 是 iV 的 C" 子流形，并且 f=i •• M—N 是放人 
映射的情形，如果条件 (2.1) 得以满足,那么我们就说子流形 M 
在 A 上与子流形横截，记为 

对于/=〗： M-iV 是放人映射的情形，如果 A={/>} (单点集) 
或者 Z=A/， 那么也有类似于 (2) 或 （3) 中的约定. 

例 2. 2我们举出定义 2.1 的一些 特例： 

(1) 如果 dimM>dim7V， 并且/在 A 上是 CT 淹没,那么对 
iV 的任何 C" 子流形 S 都有 

fJfa A s. 

(2) 如果 S={g} 是 iV 的单点子集(视为0维子流形），那么 
fJhS 意味着《是/的正则值.因此，我们可以用记号 

(或者/水分） 

表示： q 是: f 的正则值. 

(3) 如果 dimilZ+dimSSdiin A/% 那么的充分必要 
条件是 

/(A) R5 = 0. 

下面的定理是“在某点横截”的一个重要的判别准则. 

定理 2.3 设 M 和 JV 是 C r 流形 ( r > l )， 5是"的 C r 正 
则子流形， 

dimM = m, dimN = w, dim 5 = s. 

又设 /: m —w 是 cr 映射，声 e/ _1 cs)， 并且 (Q,p) 是 iv 在尸 
/( 声) 点邻近的关于子流形 *5 为正则的 C” 局部坐标图卡，因而 

0(QP|*S') — 0(0 n ( 及 s x 0). 
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在上述前提下， / 在户点与 S 横截的充分必要条件为：复合映 
射; r 〃。#。/ 在 A 点是淹没，这里 

^ : R n = R s X R n s 一 R n s 

是从乘积空间 矿 到第二个因子空间的投射. 

证明首先指出这样的 事实： 

/Jfa p s ° fJhp^R s x o). 

其次，我们可以把 0 。/写成 

<p ° f = (Tc r 。 tp ° f ， n” 。 (p ° 

(这里的 Y 是从到矿的投射）.于是，对于 WT # 有 

(0 。 /)* ($) = ((^ ; 。必。 /)* (芒），（疋〃。必。 /)* (6)). 

因为 

((7 T ， 》0。/\(芒)，0)6及 5 X 0， 

所以，要使( 0 。/) # czyvf ) 与及 5 xo 共同生成 

R n - {R s x o) ® (o x r _i ), 

必须而且只须 （ 0 ,（ tt " 。 ip 。 j \ oyif )) 盖满 ox / r — %也就是 

。 ip 。 J\ (T P M) = R n \ □ 

命题 2. 4( 横截的典 范局部表示） 在定理 2. 3的条件下， 
若/在/>点与 * S 横截，声 G / _1 CS ) ，则存在声点邻近的 M 的局 
部坐标图卡 （ Pj )， 使得 /( 尸） CQ ， 并且/的局部表示 

/ = #。/。 f 1 具有以下形式： 

f (u 9 v) = jv). 

证明如同定理 2. 3 那样选择 C 点邻近 JV 的图卡 ( Q 4) ， 
使得; T " 。0。/在/>点为 淹没. 然后选择/>点邻近的 M 的图卡 

、 P ，9) ，使得 ，。中小 f 1 成为淹没的典范 表示： 

； r” 。 0 。 / 。 <p~ 1 (u J v) = 

若记 。0。/。》 _1 (“，1；)，贝!]有 
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< p 。 f 。 < P _1 ( u ， v ) = ， v \ 口 

定理 2. 5( 横截原像定理）设 M 和 iV 是 f 流形 OSlhS 

是 iV 的 C" 正则子流形，/ : M — NlC r 映射.如果 fjflS 并且 
/^CS) 关0，那么 / _1 CS) 是 M 的正则子流形，并且 

codim = codim 5. 

这里的符号 codim 表示子流形的余维数，即 

codim 5 = dim TV — dim 5, 

codim 厂 1 CS) = dimM-dim/ 一 1 GS). 

证明设 dim M = m , dim N ~ n 9 dim5=5. 根据定理 2. 3, 

对于任意的 户。 存在 M 在九邻近的局部坐标图卡 
0/，的和 iV 在 7 。=/(/>。）邻近的局部坐标图卡0/，0)，使得 
/(f/)C：l/, 并且使得映射 

7T" 。 0 。 / 。 炉 ~1 : ?7 — iC~ s 

成为淹没的典范局部 形式： 

7 T 〃。必。/。 < p ~\ jc i9 — ， j ^， x f +1 ，… , x m ) = O 出，… ，: r m )， 

其中 f = m— ” +s， 即 m — t = n — s . 对于我们有 

p^f~\S) < 。 /( />)60(^)0(^ X 0) 

< > 7T" 。0。 /( 夕 ） = 0. 

因而 

即 n /— 1 ⑸ ）= ( 芘"。必 。 /。 史 _1 ) _1 (0) 

I 

=穸 o /) n (# x 0). 

这证明了/ _1 (*5)是 M 的正则子流形，其维数为 

dim / 1 ( S ) — t = m — n + s ， 

也就是 codim f 1 (*S) — m — t ~ n — s • ~ 
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§3 横截逼近定理 


设 Af 和 TV 是 C°° 流形， *5 是 iV 的 （T 3 正则子 流形. 本节将 
证明，对任意的光滑映射 

/： M—N， 

存在这样的与 S 横截的光滑映射 

g •• M — N ， 

互可任意逼近/，并且^•〜 /• 

设?7是 / T 中的开集,尺是 JT 中的紧致集，尺 C：[/ .对于 
/eckR/r)， 我们约定记 

|/|^° )= |/| = max sup{ |/.(x) |}, 

K A Ki^n 1 



/ 

(l) 

1 Z' 


3 / 


3/ 


f 

= max< 

L 

J 


3x x 

K 


K 


引理 3.i 设是 ir 中的开集，尺是 ir 中的紧致集， 

尺07，/€0：]07，1^).如果 


(3* 1) fJh K (R s X 0), 

那么存在 y>0, 使得只要 

h 

g €： cHu 9 R n ), \ g - f \^< y , 

就有 


(3.2) X 0). 

证明设/的分量表示为/== if '， … ，/,，/,+ 〆 •• ，人），则 
有 

JT " 。/ = (/ 出，…，人). 

我们约定以 M /， X ) 表示以下 和式： 
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” ， [ 9( / 5+1 , f 7l )] 

Sc / ( w ) 2 + S 3(二_.，工； 7， 

i = J + 1 lO 】 〈… A 

这里 f = w —& 由定理 2. 3 可知， （3.1) 等价于 

△(/， x )>0, v ^ eK . 

于是，存在7>0,使得只要 

gecW ^), |^-/|^</, 

就也有 •，: r) > 0， \/ x ^： K . 

这等价于 （3. 2). □ 

引理 3. 2设 f ； 是 it 中的开集， / ecro /, m ， 则对任何 
y > o , 存在 ceir ^ lklcy ，使得由 

g c (^ — /(x) — (0,c) 

所定义的映射仏： r 在 上与矿 xo 横截，也就是 

g c Jhu^ X 0). 

证明根据 Sard 定理，映射 V 。/的正则值在 Jr — 中稠 
密.因而可取 tt "。 /的正则值使得 || c ||<7 .容易 看出: 
映射 

7T" 。 g ( { x ) =〆 。 f (^：) — C 

以0€矿~为正则值.这也就是 

Sc^u^ RS X °) - □ 

引理 3.3 设 M 和 iV 是 C°° 流形， H 是 M 中的紧致集， S 
是#的 C°° 正则子流形,出111 1 5=^,/€(： 00 (从，7\0，又设 

(2) / > o e / _1 (* S ), ( Q 4) 是 iV 在 ％ = /(户 0 )邻近的关于5 
为正则的局部坐标图卡，0/，妗是 A / 在点邻近的局部坐标 
图卡，满足条件 
128 



f (/ > 0 ) = 0 ， <p{U) — B z , /(C/)dQ. 

(我们记 V = 炉一 ) 

在上述条件下，对任何^>0,存在 gGC ^( Af ， iV )， 使得 

( a ) g ( p )= f ( p ) ♦ V p 6 M \ V ； 

( b ) g 在 HU 汞上与 S 横截； 


( c ) d 、 g 、 p 、， fipy ><8, V ，这里的 d 是 iV 上的距 
离. 

证明我们记/ = 0。/。 f 1 . 考察紧致集尺=//门歹.根 

〜⑴ 

据引理 3 . 1，存在7>0,使得只要|菱一/ 就有 

X 0). 

选取 7 eC °°( M ^) ，满足条件 


7( 户 ） =1 ， 

切 < 7(/0 < 1， 
刀 （户 ） = 0， 


^/ pew , 

\ fpev \ w , 

\ fp ^ M \ V . 


在开集 fO /)=' 上，对映射/用引理3_ 2的结论，可知存在可 
任意小的 cer — %使得映射 

g c M = f ( x ) — 7(9 T 1 ( x ))(0， c ) 


在史(汞 ）= A 上与皮 X 0 横截•我们定义 

f 必 — 1 。& ° #/>)， ypeu f 

g ( P ) 叫 _ 

if ip ), )/ peM \ v . 

只要 ce 矿 — 5 选择得足够小，可使 b -/|=< y ， 并可使得 


dig ( p ) f f ( p )) < s 9 ypev . 


129 



显然这样的^•满足全部要求. □ 

定理 3. 4设 M 和 iV 是 C °° 流形，是 iV 的 C °° 闭子流形， 
/€0°°(财,7\0，£€(^(似，/0并且 £ (/))>0^户€脱则存在 

ClM ，）， 满足条件 

(1) ^5； 

( 2 ) d{g(p),f{p))<e{p)^p^M ； 

(3) g 〜 f. 

证明首先，将 TV 嵌人到及 2 ” +1 之中，设 D 是#在及 2w+1 
中的管状邻域，而 P : <0—# 是相应的 c 03 收缩映射. 

因为 S 是 iV 的闭的正则子流形，所以可选择 TV 的一个图 
汇 {( Q ，0)}, 使得只要是 Q 门 S 关0，相应的图卡就是关 
于子流形 *5 为正则的.开集族沒=={/ _1 沿）}覆盖了从因而存 
在 M 的可数个图卡0/,.，只）和开集匚[/,.，纟=1，2，."，使得 

( a ) 欲=07, .} 是局部有限族，且你 X 公； 

(b) f { (JJ i )=B 3f ^(K.)=5 2 , f>.(W i ) = B 1 , £ = 1 ， 2 , …； 

( c ) f ={ U /.} 覆盖了 
因为歹 t .是 M 中的紧致集，所以 

e = min (e(/>)} > 0, i = 1,2,***. 

/ >e k.. 


又因为 /( t ) 是 w 中的紧致集，所以存在 《e ( o ， e; ) ，使得 

qeR 2 n ^\ cUqJ ( y i ))< d i 

约定记 


y j = min{5-[V-D^y 关 0}，j = 1 ， 2 ,…. 

我们取 f q = f fH Q = 0 . 然后归纳构造 一 ■列映射{乂 . }CI 
0°°(从,#)，满足以下条件(/=1,2, …）： 

( a -) /, (/>) =/,_ ^ p ^ j'ip GM \ V . ? 
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( b ,) /,.在// 1 .上与5横截，这里 

i-l 

( c ; > d (/,(/ o ，/,._ 1 (/ o )< V 2 , ， v 户 ev ,.. 

在完成了这列映射的构造之后，我们定义 

g(p) = lim / (/>). 

j 一 OO J 

下面验证这样的 g 满足定理的全部要求. 

(1) 紧致集示 ，只与 有限个 、 相交，不妨设 

VjDW, = 0 , 

显然 k > i . 于是，限制在％上有 g \ W ^ f k . 因而笑在％上是 
C 00 的.又因为八在 H . ZDW , 上是 * S 横截的，所以 

g 也 Wi s . 

这样的覆盖了整个 M ， 所以^ 

gec °°( M , iV ), g Jf \ s . 

(2) 对于任意的户 € M , 不妨设 pew ,. 于是有 

i 

I y 

d ( g ( p ) f f ( p ))< S P <^< e ( p ), 

这里的 S '表示对那些使得 j 求和. 

(3) 对于夕 eM , 将 〆 声)和 /(/0 视为及 2 « +1 中的点.因为 

II (1 - og(p) + t/cp) - /( />)||<^., vpew t . 9 

i = 1，2,…， 

所以 (1 — Ogkp ) H - tf ( p ) Q . 

因而可定义 

Fityp) = |0((1 — 0^(/>) 4- 

这样定义的 F : JXM -^ N 使得 g 〜 f . □ 
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对定理 3. 4 的证明稍作修改，就可以证明以下的横截扩张 
定理. 

定理 3.5 设 M 和 iV 是 C°° 流形， *5 是的 C°° 闭子流形， 

/eC°°(M，AO，<C Q (M，i?) 并且 £(^)>0,V/>eM. 如果 K 是 
M 中的紧致集，使得 


那么存在犮 ec^Mw), 满足以下 条件： 

( 0 ) g\K = f\Ki 

( 1 ) gJf\S ； 

(2) d ( g ( p ), f ( p ))< e < ip ), ypeMi 

(3) g 〜 f , 

证明首先将 iv 嵌人到及 2 ” +1 中，设 n&N 在 J? 2n+1 中的 
管状邻域(户是相应的 C 00 收缩映射). 

因为 fJfx K s ， 所以存在包含 K 的开集 G， 使得 

f/fs ， G S . 

于是，存在 M 的开集 G。， 其闭包 h 是紧致集，并且 

尺 CIG：。 匚 ^CG. 

因为 *s 是闭的正则子流形，所以可选择 W 的一个图汇 

{( Q ，卢) } ，使得只要 Q n 0，相应的图卡 (Q ，4)就关于 *5 为 

正则.我们记 

级 = w}uLM/— 1 (Q)n(Mvo). 

Q 

(上面的表示式包括由图汇中所有图卡 ( Q，^) 给出的 

对于流形 A/ 及其开覆盖沒，存在着可数个局部坐标图卡 
UK， 只）}和相应的开集6，1^(/=1，2，〜），满足定理 3. 4证明 
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中所述的条件 < a )，（ b )，（ c ). 可仿照那里的办法确定相应的正 
实数 e ,， A ， y,G = l ，2， m ). 

含于中的示,仅有限个，设为 

w l ,- J w r 

(如果不含任何尿,，则认为 r =0). 我们从/； = /和 H = 

开始，可以仿照定理 3.4 证明中的做法，对于 * = r + l,r + 
2 ， …， 归纳地确定/, e C °° ( M ， AO ，满足以下 条件： 

( a ,) » V p ^ M \ V i ； 

( b ( ) / 在 H ,. 上与 S 横截，这里 

■ 

U W rf 

(c t .) ^(/, (/>) »/,_! (/ >)X 77 ? V/>G V r 

然后可定义 

g(p) = lim f k (p). 

Jt—►oo 

容易验证：这样定义的 ^ ■满足全部要求. □. 

I 

§ 4关于映射的 CT 拓扑与 C " 意义下的逼近 

上一节中的横截逼近定理（定理 3. 4) 只讨论了 意义下 

的逼近 • 若要讨论 ( T 意义下的逼近，就要设法賦予 

以适当的 < T 拓扑. 限于篇幅，这里只能作一个概略的介 
绍_ 

首先约定一些记号.设 C 7 是 iT 中的开集，//是 iT 中的紧 
致集，对于 （ T ■映射 F : t /— IT ，我们引入 记号： 

|F|^〉= max sup{ |F.O) |} ， 
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C^M，#) 的 WhitneyC r 拓扑（又称 C 强拓扑 ）• 

现在设 m 和 w 是 c °° 流形 , /ecr ( M ， iv ). 对于 r = oa , 

2, …和所有允许的以所有的 

^ (r) 

为/的塞本邻域系，这样建立的 C °°( M ， AO 的拓扑，被称为 

I 

Whitney C°° 拓扑（又称 C°° 强拓 扑〉. 


建立了 < T 拓扑之后，就可着眼于更一般的横截逼近定理. 


首先，对引理 3. 3 的证明作很小的修改，就可证明以下的引理. 

引理 4.1 设 M 和是 C °° 流形， // 是 M 中的紧致集 ， S 
是 iV 的 C °° 闭子流形， / GC °°( M ,^). 又设： 

(2) / > 0 G / _1 (5) ， （ Q ，4) 是 W 在 ％ = /(/>。)邻近的关于子 

流形 * S 为正则的局部坐标图卡，07,的是 A / 在户。点邻近的局 

部坐标图卡，满足条件 

〆 外 ） = 0， <p(U) - B s , /( f /) C = Q . 

(我们记 V = f W=f~ 1 (B l ).) 

在上述条件下，对任何^>0,存在使得 

(a) g(p) =fip) , V p^ ： M\V ； 

( b ) g 在 // UW 上与* S 横截； 

〜 (r) 

(c) g~f ^ ¥) <8 9 

这里 玄 =<P ° g 。 9 ~ l •> /=# 。 / 。炉 _1 . 

下面是 C °° 意义下的横截逼近定理. 

定理 4.2 设 M 和 W 是 C °° 流形，5是以的 C °° 闭子流形. 
则与* S 横截的 g eC°°(M ， N) 在 C °°( M ， A 0 中稠密. 

证明 对任意的 / eC °°( M ， A 0 和 C °° 拓扑中/的任意一 
个邻域 名々 涿，义,#)，需要证明存在 
潘 M〆 ）， 使得 

I 

gJfs^s. 

只须对定理3_ 4的证明作少许修改（以引理 4. 1代替引理 
3. 3)，就可完成这里的证明. □ 

下面的定理 说明： 横截性不会因小的扰动而遭到破坏. 
定理 4.3 设 M 和 W 是 C°° 流形， S 是 W 的 C°° 闭子流形. 
则集合 
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= {^ec°°(M,jv)| gjf^s} 

是 c 1 拓扑中的开集（因而也是 c°° 拓扑中的开集）. 

证明因为 s 是 W 的闭正则子流形，所以可以选择 JV 的 
图汇使得只要％关0，相应的图卡 ( Q r 心) 

就是关于子流形* S 为正则的.对于任意一个 /eC~(M，AO, 开 

集族沒覆盖了 M. 因而存在 M 的可数个局部 
坐标图卡 a/ a ，朽)和开集 v a ， ％[%,分=1,2,…，使得 

(1) 是局部有限族且 

(2) < p a ( V a )= B 29 9 a ( W a ^ B 1； 

(3) 0^={%} 覆盖了 M. 

记 K a ^ w a . 在开集= 五 3 上，对局部表示映射 / = 
^J9(«) 。 /。 fT 1 用引理 3. 1的结论 可知： 存在〜>0,使得只要 

I 蒼《 _ 尺 I w <£ «，就必定有 

*5. 

Ka 

如果记 

^ = {(厂《，朽）}，潘= {( Q r 〜、) KB ， 

{KJ, <^= {£ b }, 

那么显然/的邻域你 (1) (/;i ,潔,尤〆 )包含在集合之 

中. □ 

注记 4. 4如果 S 不是闭的，那么定理 4. 3的结论可以不 
成立•请看下面的 反例： 

h 

M = {U^)6if 2 |x 2 + (^ — l) 2 = 1}, N = R 2 , 

S = ^y) R 2 \ o <i x <i 2 9 y == 0} ^ 

/Ufy) = U ， jO ， V (x,y)eM f 

g{x,y) = (x + a,y), V ( 工， y)6M. 
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显然/，君 eC°°(M，Ar) •取 a > 0 充分小可使发在 c°° 意义下任 
意接近 /. 但是 

fey s ， 

(参看图 15.) 

M 


图 15 

§5参数横截性定理与涉及带边流形的定理 

我们约定记 

{ (^ 1 » •** jX m )^ ： R m x l ^ 0 }. 

设 M 是 m 维带边流形，/如果存在 M 的局部坐标图卡 
0/，的（史(^/)0：/^)，使得 、那么我们就 

说户是 M 的边缘点 .M 的全体边缘点的集合记为 

设 M 是一个带边流形, N 是一个无边流形.我们将映射 
/ : M-WS^ 在 3M 上的限制记为 

3/ = /|BM ： 

带边流形 Af 的边缘是一个(低一维的）无边流形.如果/是 

C 映射，那么3/也是 C" 映射.对于/和3/的临界点，有这样 
的关系（练习 E.2)： 

C(d/) 〕 C(/) 门 3 从 

定理 5.1( 带边流形的 Sard 定理）设 M 是带边流形， 
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N 是无边 C °° 流形， / : M — N 是 C ° 3 映射.则/与3/的临界值 
集合的并集是零 测集. 因而几乎所有的都是/与3/共 
同的正则值. 

证明因为 

c(/> = cc (/> n (mw) ) u cc (/> n , 

c(/)fi£>Mc ： C(a/), 

所以 

C(/)UCO/) = (C(/) n (AA^M)) UCO/). 

由此得到 

/(C(/))U3/(C(3/))= /(C(/)UCO/)) 

= /< ( C (/> n c aa^> ) u c o/) > 

=/(C(/) n (M\aM)) US/(CO/)). 

因为 M \3 M 和 3 M 都是无边流形.只须引用无边情形的 Sard 
定理（即定理 1. 5) ，就可以完成本定理的证明. □ 

为了讨论涉及带边流形的“正则值原像定理”和“横截原像 
定理”，我们需要考察带边情形的淹没的局部表示. 

引理 5. 2( 淹没的典范局部表示） 设 r > l , M 是 C " 带边 
的流形， iV 是 C 无边的流形，/: M — AT 是 C ” 映射， 

若3/ : 3 M — N 在 />点是淹没，则有 M 在/>点邻近的图卡 
0/，0和 AT 在 g =/( A ) 点邻近的图卡 ( V ，0), 使得 

(1) (pOJ)dR m + , 史 07 门 3A0 匚 0X/T 一 \ 

9< p )= oenl ， ipdq ^^ oeR % f ( u )〔 v ; 

(2) /的局部表示/ = #。/。 f 1 成为向最后《个坐标的 
投影，即 

/(M 1 ， …，= (W W_ ” +1 ，…， 《 W ). 

证明首先选取 M 在户点邻近之图卡0；。，灼)和 JV 在9 = 
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/(/>) 点邻近之图卡 0"，0)， 满足 条件： 

% ( U 0 ) CZR m + , < p 0 ( U 0 f ]^ M)(ZO X R 


m 一 1 


%(/>) = 06 及 ：，— 0G 及 ' f(U 0 )dV t 

因为 3/ 在/>点为淹没，所以映射 


(〆，…， /) > / o (0 ， xS … ， x m ) 


在点 Cr 2 , … ，工 m )= (0,…， 0) 为淹没.不妨设 


3(/;，…，/” 0 


3 (jt 


m —n +1 


« «攀 


) 


关 o . 


我们作坐标变换 


U 


X 


< 



m 




fl (^ 1 ，…，/，工 


1 


肇鬌_ 


，工）， 


其中 t = m — n . 显然有 


3( w J , ••- ， u m ) 

3(:^ ，…，: r m ) 


7 ^ 0 . 

30 = 0 


以 U 1 ， …， U m 作为新的局部坐标，得到 M 在 P 点邻近的局部坐 

标图卡 O/，0, 其中 UdU 0 . 容易看出，这时引理的全部要求都 
得到满足. □ 


定理 5. 3( 带边情形的正则值原像定理） 设 r>l，M 是 C" 
带边流形， iV 是 f 无边流形,/ : M ~* N 是 CT 映射,如果 々 eiV 

是/和 3/=/|3 M 二者共同的正则值并且厂 &) 关0，那么 
S = f~ l (g) 是 M 的 m — n 维正则子流形（可带边），并且 


139 





as = *sn3M. 

证明 如若九门 （ M \3 M )， 则 戍 点邻近的状况与无边 
流形完全一样.因此不妨设 p 0 € : 我们选 择户。点 邻近的 
局部坐标如引理 5. 2所述.因为 

所以 

fO/n*5) = / _1 (0)= 沪 (_(/c M x 0 n ). 

这证明了 S 是 M 的 m - n 维正则子流形 • 又因为 
户门门 （0 X 1T -1 )， 


所以有 


9 (unsr\^M)= /~ 1 (0)n(0 X R m ~ l y 

= 扒 f/ 〉 n(o x /r— ”― 1 x o") = 

由此得知 

Sf]^M = bS. □ 

定理 5. 4( 带边情形的横截原像定理）设 r > l ， M 是 C * 
带边流形， N 是 C " 无边流形， S 是 W 的 ( T 正则子流形,/ : M 
- iV 是 CT 映射.如果 

fjfis, Qfjfas ， 厂 1 cs ) 关 0 ， 

那么 /M CS ) 就是 M 的 C " 正则子流形，其边缘为 

3厂 kS ) = / _1 (5) naAf , 

并且 

codim/ -1 (5) = codim S. 

证明设 dimM = m，dim .对于任意的声。 

^/^(^，首先选取〜在点邻近的关于 S 为 
正则的局部坐标图卡 ( V ,0), 并选取点 p 。 的开邻域 t /。， 满足条 
件 f(U 0 )C ： V. 我们定义这样一个映射 
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g = n >， 。屮 。 f U 0 •• U 0 — R n ~ \ 

容易看出 

f/。 门厂 1 GS) 。门貧 _1 (0). 

因为 C °° 映射貧：以0为正则值，所以根据定理 5. 3可 
知，存在 M 在九点 邻近的局部坐标图卡07，0, ?7C?7。， 使得 

< p ( Ur \ f ~ l ( S ))= < piUf ] g ~ l CO )) 

= p ( u ) n ( R : i +s x o”4)， 

^t/n/' 1 (^)DB^)= pcung -1 (o)n^M) 

=f<c/)n(o x ir 一 ” +, 一 1 x o n ~ s ). □ 

对于带边流形，也有与 §3 中定理 3.4 和定理 3. 5相应的 

结果. 这些结果当然可以通过修改§ 3中的做法予以证明.但我 

们宁愿探讨另一种不同风格的证明（同时也给出§ 3中的定理 
的新的证明）. 

•i 

先证明一个有用的引理. 

引理 5.s 设卢：； c—y 和 y: 是光滑流形之间的光 

滑映射，是 z 的光滑的正则子流形，/水^，则 

y 。 fij^s 脉广 (5). 

证明 &dimX=k ，dimy=?w，dim 2 =打，出 131 1 5 = 5 ，并记 

W = 厂 1 CS). 

只须对任意的 •re^Hcr^cs)) 验证 
(5.1) 

这是一个局部性的论断，可以选择适当的局部坐标图卡，通过 
映射0和/的局部坐标表示加以 验证. 为了避免引人太多的符 
号，不妨设义疋和 z 就是局部坐标域，叉和2分别是它们在 
坐标映射下的像集， S 和妒分别是 *5 和 W 在局部坐标域内的 
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那一部分的像集，歹和^分别是卢和 y 的局部表示.在这样的约 
定下，局部状况就如图16中图表所示. 


X 




. Z 


X 





Z 


图16表现局部状况的交换图表 


下面说明局部坐标应该怎样选取以方便于验证 （5. 1) .首 

先，所选取的 z 的局部坐标应该是关于为正则的，因而可设 

Z = // X V f S = H X 0 9 

其中 y = fv|< e}. 

其次，所选取的 Y 的局部坐标应该使得； r 〃。 ^具有淹没的局部 
典范形式，即/。7(“，1；)=1；.于是可设 

¥ = u xv, p = u x 0, 

并且可设7的局部表示是 

( 5 - 2 ) y(u ， v) = (y(ufv) f v), 

• •• 

顺便指出， （5. 2) 是一般情形下具有横截性质的映射的典范局 

r 

部形式.从 (5, 2) 式可以看出 

(5.3) 7 T " o 貧= 7 T " 。尹 o 歹. 

(上式左边的，是从 t / XV 到 V 的投射，右边的: T " 是从 HXV 
31 V 的投射 .） 

于是，在如上所述的局部范围内应有 

• • 

y ° < >? ° p J^S < : > r" 。 ？ 。 A jft o 

f 
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这证明了 （5. 1)，从而完成了引理的证明. □ 

定理 5.6( 含参数的横截性定理，无边情形）设和 AT 
是<^流形，* S 是 W 的 C °° 正则子流形，并设 F •• AXM — iV 是 

C °° 映射.如果 

FjfsS, 

那么对几乎所有的 AG A (即对4中不属于某个零测集的所有 

的义），由式 

^(•) — F ( A ^ •) 

定义的映射 M — iV 都与 S 横截，即 

证明 若定义这样一个 C 00 映射 

I x ' M~^A X M , 

P ^ , 

则有匕=厂。 / A . 于是，根据引理 5. 5 有 

我们用符号 t 表示从 AXA / 到 A 的投射，并记 

V , = I X { M ) = W X M , W = 厂 1 CS ). 

容易看到 

< > (?r I A 

(参看图 17). 

根据 Sard 定理，几乎所有的都是 C °° 映射 UIW ) : 
W -* A 的正则值.因而几乎所有的都使得 

F^Jf^S. 匚 
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Vx=h(M) 



图 17 

定理 5. 7( 含参数的横截性定理，带边情形）设 il ， A / 和 N 

是流形，其中只有 M 是带边的.又设 S 是#的 C °° 正则子流 
形 ， F : AXA /—7 V 是映射.如果 

Fjf\,S , diFjf\,S, 

那么对几乎所有的由式匕(/0 =，(/1，;>)所定义的映射 
F a : M ^ N 都使得 


S. 

证明我们注意到这样的 事实： 

3 (-A X Af ) = A X 3 M . 

I 

因为 M 3 M 和都是无边流形，所以可对 ax ( A /\ BM » 

和 3 F = F |( AX 3 M ) 引用定理 5. 6的结论，从而完成本定理的 
证明_ □ 

下面讨论关于带边流形的“横截逼近定理”和“横截扩张定 

理”.为了避开某些细微末节尽快接触问题的实质，不妨假设 M 

是紧致的带边流形(本讲义以后各章只涉及到这情形).这里所 

作的证明经过少许修改即可适用于更一般的情形(见后面的注 
记 5. 10). 


定理 5.8( 带边情形的横截逼近定理）设 M 是紧致 C °° 带 
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边流形， w 是 c 00 无边流形，是 W 的 C °° 正则子流形， 

C 、 M ， N \ 则存在任意接近/的 gGCHAO ,满足条件 

(1) gJfs^s » dgjf\,s , 

(2) g 〜 f. 

证明我们可以将 w 看成 V 的正则子流形 (々 = 2 dimiV + l ). 
设《0是#在卢中的管状邻域 a ; n — w 是相应的收缩映射. 
对于紧致集 /( AOCAr , 可以确定一个正实数 e ， 使得 

cUq,f(M)) < e =>g^Q. 

设 力是# 中的开单位球，即 A = { AG/el || A ||<1}. 我们定义这 
样一个 （ T 映射 

G •• A X M —N ， 

(A,^>) )—► pifip) + ^A). 

容易验证 G 是一个淹没映射，因而 

Gjf\S. 

根据定理5, 7,对几乎所有的 A 6 A ， 由式 G A (/0= GU ,/0 定义 
的映射 Af — W 都使得 

(5.4) G x j ^ S , ^ G x jf \ S . 

我们可以选取足够小的 Aez ， 使得 （5. 4) 成立，并且使得发= 
G x i M ^ N 充分接近于 /. 对这取定的 A ， 显然 

H (?♦/>) — p(f(p) + (1 — t)eX) 

定义了一个从 g 到/的同伦. □ 

定理 5. 9( 带边情形的横截扩张定理）设 M 是紧致的 C °° 
带边流形， K 是 M 的紧致子集， W 是 C °° 无边流形， S 是 iV 的 

c °° 正则子流形，并且是 jv 的闭子集 ， fecr ( M ， N ), 若 f 在 k 

上与 *5 横截,3/在 Kfl W 上与 * S 横截，则存在可任意接近/ 
的 g € C °°( Af ， AO , 使得 


145 



(0) g\K = f\K ； 

( 1 ) gJflS, dgJf\,S ； 

( 2 ) g 〜 f. 

证明取 M 的开集 t /] K ， 使得 / 在 [/ 上与 S 横截， 3/ 在 
t / DBM 上与 S 横截.取闭包为紧致集的开集 F ， 使得 

UZ ) VZ ) VZ ) K t 

然后取&<^°(财，幻，适合 条件： 

0<7(户）<1, 

^ 7( 夕）= 0， V P & K ， 

7( 户 ） = 1， "i p ^： M \ y . 

我们定义这样一个 c °° 映射 

G ： A X M—N, 

(A,/)) !-*► p(f(p) 4- 巧 (/>) 义）， 

其中记号 A 和 / o 的含义均如定理 5. 8的证明中所述. 

往下，我们可以亦步亦趋地仿照定理 5. 8证明中的做法, 
完成本定理的证明. □ 

注记 5. 10定理 5. 8和定理 5. 9的陈述中要求 M 是紧致 

的•但只要对证明的技术细节作一点修改，就可取消要求 M 紧 

致的限制.修改中主要用到这样的事实（请读者自己予以证 
明）： 

设#是^的 C °° 正则子流形， D 是 iV 在#中的管状邻域 
(户是相应的 C °° 收缩映射），则存在正值 C °° 映射 e : N ~* R ， 便 
得对任何都有 

I 

{y^: < £(q)}CZO t 

基于上述事实，对于 M 不一定紧致的情形，仍可定义 

G ! -A X Af ， 

( A ，/>) 卜 pifip ) + £(/( / >)) A ). 
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于是，无须假定 M 紧致，仍可证明定理 5. 8的 结论. 对定理 5. 9 
也可作类似的修改. 

附录7 Sard 定理的证明 


引理 y . 1如果闭区间 /=[〜△] 被一族长度都不超过 d 
的开区间 （./} 所覆盖，那么存在 m 中有限个开区间 ' ，…，^， 
使得 

k k 

/ C=U Sl^-I <2(|/| + 吖 

/= i i = i 

证明首先,不妨设 U } 由有限个开区间组成.其次，有公 
共点的三个开区间当中，必有其中两个区间覆盖了第三个区间 
(有最小左端点的区间和有最大右端点的区间必定覆盖第三个 
区间）.我们可以从 { J } 中删除多余的开区间，使得任意一点 X 
至多属于 { J } 中的两个开区间，并且/的端点 a 和6各自只 
属于 {•/} 中的一个开区间. 

删除了多余的开区间之后，剩下的有限个开区间',•••，' 
必定满足要求 A k 

/c ： Ck _， ‘ si^i< 2(i/i □ 

i—\ 1 = 1 

引理 y .2 设尺是 / r 中的紧致集.如果集合 

K t = Kr\({t} x r _1 ) 

包含在的开集之中，那么存在实数《>0, 
使得 


Kf]at - a,t + a) x 1T _1 ) 匚 （Z — + a) XW t • 


(参看图 18). 
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m is 


证明 连续函数 

fix) — /(Xi ， … ， 工 ”）= 15 — (1 

在紧致集 K \( i ? XM ^) 上恒取正值，因而有正的下界对这《 
有 

尺门 （（f — a ，f + a) X 及” 1 )C — a ，, + a) X . _ 

定理 y.3(Fubini 定理的特殊情形） 设 SdR n 是至多可 
数个紧致集的并集.如果对任意的截集 

5, = SC[(t X 及 ” 一 1 ) 

都是中的零测集，那么 S 也是 / T 中的零测集. 

证明 只须对 S = K 是紧致集的情形作出证明.设及的闭 
区间/使得 

Kdl X R n ~\ 

A 

对任意的《/,截集尺尸尺门 gx / t —) 是 zx / r — 1 中的零测集. 

因而对任意的 00 ,存在及” _ 1 中的有限个开方体之并集％,使 
得 

尺,匚 fX %， \W t \ < e . 

根据引理 7 . 2 ,存在开区间 ( o ， i )) ，使得 

K n U t X R n ~ l )(ZJ t X W,. 
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根据引理 11, 从之中可选择有限个 A ,， 使得 

/C：U J t , i ； |Jj<2(|/| +2). 

/=1 1 /=1 1 

于是 K ^ Knaxr - xzU ^ nc /. xr - 1 )) 

/^= 1 

c U (./, X W,), 

1 = 1 1 1 

2 k , x i ： k,l x l^.l <ei ； |J,| 

i=l 1 1 1=1 1 1 1=1 1 

^ 2e(j/t 2). [ 

引理 y .4 设和 iv 是微分流形， /: [-iv 是可微映 
射， A : V—W 是微分同胚，并设发=/。 /T 1 ， 则有 

(1) ^ ecc/) <==>/! (x) ec (^)； 

(2) /(C(/))=^(C(^)). 

证明留作练习. □ 

定理 y . S ( Sard 定理）设 M 和 iV 是 C°° 流形，/ : M^N 

是 C°° 映射，则 /(C(/)) 是 N 中的零测集.因而几乎所有的 
W 都是/的正则值. 

L 

证明设 dim M— m ^ dim N = n. 对于 m<in 的情形，我们 
知道 /(M) 是 iV 中的零测集，其子集 /(C(/)) 当然也是#中的 
零测集.下面对 M 的维数 m 作归纳，以完成定理的证明.因为 
任何(满足第二可数公理的）流形都可以表示成可数个局部坐 
标域的并集，所以不妨设 M-=f； 是 1T 中的开集， 

记 C=C(/). 并以 q 表示 U 中使得/的不超过 j 阶的所 

有偏导数都取0值的那些点 _r 的集合.显然有 
(7. 1) CZDC^ZDC^Z) … Z)C A; 

a. 2) /(C) - /(cv^u/ccwcpu … 

U/cc^^cpu/cc,). 
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我们将 证明： 

(1) /OAq) 是零 测集； 

(2) /(C^—ACp 是零测集， ）= 2,3,…； 

(3) 存在自然数々，使得 /(C A ) 是零测集. 

(1) 的证明_设 a 是 （Aq 中的任意一点.不妨设 

^ 0, 

aj： l 

考察这样一个映射 

h i (Xj ,**• ,x m ) (/ 1 (x),x 2 ,*** »x OT ). 

因为 DKa) 的秩为 m， 所以存在 /T 中 a 点的开邻域 V 和 Ha) 
点的开邻域 W， 使得 M V是从V到 W = 的光滑微分同 

胚.我们定义 

g = f ° h~ ] * W — *• R n . 

因为 C \ c , 可以用可数个这样的 V 覆盖,所以只须证明 

/((cvc^nv) ^^(/icccxc^nv)) “ 

是零 测集. 证明这一事实要用到引理 7. 3. 须指出 /( ( C\q ) n 
VO 是至多可数个紧致集的并集.事实上，开集 

(R n \c i )f]V 

I 

是至多可数个紧致集的 并集. 闭集(：与之的交集当然也是，而 

I •• 

(c\c.>n^ = c n aR n \c nv ). 

由此得知 /((c\q)n v) 是至多可数个紧致集的并集. 

借助于交换图表（图 19), 容易看出在 W 上映射 g 具有如 
下 形式： 

g{z xf — ,z m ) =( 勺，芨 2 0c) 

这可以写成 

g ( t ，0 = (《，芨2(，，？)，". ，发” (“？)）， 

其中？=(2 2 ,… ， zj . 如果用〆表示这样一个从 wn ( txR m ~ i ) 
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(Xj, …， Xm) 




(JAxX -Jn(x)) 



3 十 P 


图 19 

到的 映射： 


g l iO = (贫 2 (。?)，”.，发„(。?)）， 

■ -I 

1 I 0 

贝 fl 有 Dgit.O — .r. • 

_* 丨 IV(D_ 

从茗和 Dg 的表示式可以看出，对于 E = h((C\C 1 ) f|VO 
cw 应有 


( g ( E)) t 二 g ( E t )CZt X g ( C ( g )). 

依据归纳假设， 〆 ( C (^)) 是 / T " 1 中的零测集，因而(发 (£)) f 是 


方 X / T -1 中的零测集 • 于是，根据引理1 3可以断定貧(£)是 R n 
中的零测集.即 /(( cAcpniosir 中的零测集.这证明了 
( 1 ). 


(2) 的 证明 . 对于，不妨设 




" bx . 




( a ) # 0, 





7(丁） 


9 jt 


«* _ 


3 x 


O ) ， 


则有 
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( Y .3) 


^-(a) ^ 0, 

OJT, 

( y . 4) 7( x ) = 0， 

考察映射 

h : (:^，…，工(亨⑴ ， x 2 ，…，工⑺）. 

由 （ y . 3 ) 可知，存在 ir 中 a 点的开邻域 v 和 au ) 点的开邻域 

w ， 使得 h \ v 是从 v 到 w = h(ym c °° 同胚. 仍记 g = f 。 h ~\ 
再来考察从 wn ( oxir _l ) 到矿的映射 

P 

g \0 =^(0, f ). 

按照归纳假设，/ ( c (^)) 是 矿中的 零测集.由 a 4) 可知 

A((C _ 1 \C ; .)n^)C^fl(0 X iT 一 b ， 

/(( c ^^ cpnv ) = g(h c (^._ x \ c .) n ^) ) c ^° ( c ( g -° >). 

因而 /(( c ^ vrpnv ) 是 r 中的零测集.这钲明了 （ 2 ). 

(3) 的证明 .将 证明： ~ — 1 时， /( C A ) 是矿中的零测 

集.为此，只须对任意的 m 维闭方体尸07,证明 /( pnq ) 是 
零测集. 

对于 x 0 eFnc , 和任意的工€尸，我们有 

I 

(X 5) I /⑴ -/ Cr 0 ) |< 办|卜— ^ o \\ k+ \ 

这里6是一个实常数.设 Q 是包含在 P 中的边长为3的 m 维 
闭方体，满足条件 QDC k ^0. 则由估计式 a . 5) 可知， Q 的像 
集/03)包含在这样一个《维闭方体之中，该闭方体的边长^ 
满足不等式 

其中的5是与6有关的一个实常数.于是，对该闭方体的体积 
有估计式 


a . 6) 
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A n < B n d a+1)n . 



设 P 的边长是 A ， 并设 Z 是待定的充分大的自然数.我们 
把尸的各条棱都等分成 L 段（每段的长度为 d = k / L ). 然后考 
察尸被平行分割成的个小正方体.设 Q 是这些小正方体当 
中与相交的任意一个.则像集 /( Q ) 的体积可以用 （X 6) 加 

以估计.由此得知， /( Pf ] C A ) 包含在不多于广个小正方体的 
并集之中，这些小正方体的总体积不超过 

A 

I 

如果即，那么我们总可以选取足够大的 

W V 

乙使得 


C 丁 i //I 


B n A 


ik-\-\^n jjn — {k + \)n 


m 



义（克 +1 )njjn— Ofe+1 )/i 


< £. 


至此，我们证明了论断 （1)，（2) 和 （3)， 从而就完成了 Sard 
定理的证明. □ 


注记6在上面证明的第 （3) 部分中，我们利用 Taylor 
展式得到估计 (7. 5) •表面上看，似乎这一证明对/的要求可以 
从减弱到 C 1 "， 只要 r=k + l > m / n . 但这种看法是不正确的. 

因为综观整个证明，我们采取的是归纳证法，而在归纳过程中 
对 r 的要求是会改变的. 


练习 E 

E . 1- 设射是连通的光滑流形•如果 /6 CW , 及 ）( r > l ) 
适合条件 C (/)= M ， 那么/是常值函数. 

E - 2. 设 M 和 7 V 是 C 7 ■流形 0> i ， M 带边， iV 不带边）， 

/: M-iV 是 r 映射， 试证： CO/)3C(/>riBM. 

E. 3. 设 Af 是无边 C°° 流形， / : 及是映射，6是/ 

的正则值.如果存在 /^Af， 使得 /(/>)> 石，那么 W = { p ^ M \ 
/(/»)>&} 是 C°° 带边流形，并且 diW = { p ^ M\f ( p )= b }. 
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E .4. 试举出反例说明 ：对于 C °° 映射 /: 及 、及 和分 e 及, 
集合 / _1 ( e ) 可以不是及 2 的子流形. 

E .5. 试举出这样的 例子： / ec °°(/? 2 , i ?)^ e /( c(/)),fi 

* s = 厂 io ?) 却是及 2 的正则子流形. 

E . 6. 举出这样的 例子： /€(^(及，及)并且/((：(/))在及 
中稠密. 

E . 7. 试举出这样的 例子： S 是及 3 的光滑正则子流形, 

/ ec °°( R \ 及 3 ) 不与* s 横截 ，但厂 ics ) 却是及 2 的一维正则子 
流形. 

E . 8. 设 M 是全体 tzX « 实数方阵的集合，赋有等同于； x 2 
维 Euclid 空间的拓扑结构与流形结构 • 又设 N 是全体对 
称实数方阵的集合，赋有等同于 / iOz + l )/2 维 Euclid 空间的拓 
扑结构与流形 结构. 映射/ : M — N 定义为 f ( A ) = A - A T , 其 
中是 A 的转置方阵. 

a ) 试证《阶单位方阵/是映射/的正则值，因而 r l u ) 
是 M 的光滑的正则子流形 • 试计算/ _1 (/)的维数. 

(2) 试证 / m (/) 是紧致的. 

(3) 容易 看出：厂 : （/)是》阶正交方阵的集合 OGi ). 试利 
用上面的讨论，说明0(«)是一个紧致李群. 

E . 9. ⑴设 V 和 W 是矿的线性子空间.如果 dimV + 
dimW = w ， 那么 

Vj^\,W < >Vf]^ = {0}. 

(2) 设 V 是实线性空间是 FXF 的“对角线”子空间， 
^ 是线性映射，并设 r ={( f ， w )|$ y }. 试证 

r&A oi 不是 a 的本征值. 
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第六章向量场与流， Morse 函数 

§1向量场与流 

设 M 是一个 f 流形 ( r > l ). 切丛： TM 的任何一个截面 
(0<々 <r 一 1) 被称为一个向量场.换言之， M 的 d 向量场 
r 是这样一个 d 映射 

r : M 4 TM , 

它使得 

i\p 、 eT p M ， v/>eM. 

设 dimM = m .对于 Af 的任意一个局部坐标图卡07,0，向量 
场 r | t / 可以表示为 

m 

r(<p~ l (x)) = r ， Vxe^Ct/). 

/-I 。工 i 

于是， r 局部表示成 90 /) 上的向量场 

^{ jo ) = (6i(j：) ,? OT (x)). 

在本书中，我们所涉及的主要是 c °° 向量场. 

在第一章里，我们把流形上某点的切向量定义为“在该点 
相切的曲线的等价类”.设 M 是一个 m 维的 (7°° 流形，,/是任意 
一 个实数区间.考察 C °° 映射 

y : / 一脱 

这样一个映射 y 常被称为 m 上的一条 cr ° 曲线（或光滑曲线). 
曲线7在它所经过的每一点决定了 T 7 ito ) M 中的一个切 

向量，我们约定把这切向量记为} ( to ). 更确切地说 J (4) 就是 
由曲线 
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沒⑴ 


Uh + o 


在 


0处所决定的切向量.如果选定 m 在 y ( k ) 点邻近的一个 


局部坐标图卡07，的，那么切向量士“。)可以表示为 


* 


r ih) 




JL d:r 

2 古⑹ 


a 


3 x , ， 


其中 = 7 ⑴的第 / 个分量(/ = 1，…， w ) 


⑴ = 沪 。 7⑴ 


(qO) ， … ， *r m (f)). 


定义 


设 M 是一个 m 维 C °° 流形，尸是 ilf 上的一个 


c °° 向量场，而 y : J - M 是一条曲线.如果 


(1.1) 7(0 = [(y(O) ， W6J ， 

那么我们就说 y 是向量场 r 的一条积分 曲线 . 

在定义 1. 1的假定条件下，设 a /，0 是 M 的一个局部坐标 
图卡，并设我们记 

xO) = (: Ti ⑴ ，…， x m (,)) = p 。 7(t). 


在这样的约定下 ，: ^和 r 分别表示成 




7( f ) 


2 d 4 a ) 8 


m 


r (^ r l ( x )) 


dt 


Bx 


2 X ( 工) 


3 


于是 （1.1) 式可以表示成 


dr,，(/) 

dt 


$Xx(t)), i 


1， 


• • • 


w ， 


3 x ： 


或者 

( 1 . 2 ) 


dx(0 


= 6( x (0), 


其中彡 Cr ) = (令 iCr ) ，…， f m O )). 

我们看到，通过局部坐标表示， （ i . 1) 局部地化成了常微分 
方程组 （1.2). 


引理 1.2 设 M 是一个 w 维 C % 流形，厂是 M 上的一个 
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C 00 向 量场. 考察这样一个 Cauchy 问题 


(1.3) 


7(0 = m ⑴）， 
^(0) = />. 


可以断定，对任意的/ > G eM ， 存在和点的开邻域 y , w 和正实 
数 e ， 使得 

(1) 对于点 和 J =[- e , e],Cauchy 问题 （1. 3>的解 

nt ， p) 在 tEJ 范围内存在而且惟一； 

(2) y ( f ， p 定义了一个从 JXF 到 M 的光滑 映射； 

(3) XC / XW ) 匚 7. 

1 

证明选取/>。点邻近的局部坐标图卡07，的，使得 

i 

史( 声 0) = 0， =： B ‘， 

并记 


K — B 3 , V = 


于是， （1.3) 局部表示成 



(1.4) ^ 

dx 

d 7 = 

Hx ), 


'(0) 

= a . 


常微分方程理论的有关定理保证了 Cauchy 问题 （1. 4) 的解的 

^ . 

局部存在惟一性.这里只须 说明： 对于某个实数£>0和所有的 

，问题 （1.4) 的解至少在 K [ — e , e ] 的范围内存在.为此， 


我们记 

b = sup{ ||^(x) I , ||D^(x) I }* 

K 

然后考察与 （1. 4) 等价的积分方程组 


(L5) 




a 



mJ 


r'/ 


fO ( r )) dr . 


o 


设算子 A 是这样定 义的: 


(Ar ) ⑴ =a f(:r(r))dr. 
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如果 J 是包含 0 的闭区间，并且 

:(/ 〉， y(t) G K , WGJ ， 

那么对于显然有 

1 (Ax) (t) — 右 |/ I ， 

II (Ar) (t) — (Ay) (t)\\^b\t \ sup || x(r) — ： v(r) !• 

rej 

我们取 e 6 (0,1/6) ， 并记 J=[-£, £ ]. 然后从 jc (0 \ t )= a 开始 , 
定义迭代序列 


( 1 . 6 ) 


X 


(n) 


⑴ 




(Ax 


(»_ l) 


)( t ) 9 tH 


n 


1，2, 


詹 




利用上面得到的估计式，很容易证明序列 （1. 6) 是一致收敛的. 
该序列的极限函数是 （1.5) 在 teJ 范围内 的解. 至此，我们已 
经证 明了： 对于问题 （1.4) 的解至少在《[—£，£]的范 
围内存在. 


根据常微分方程的有关定理，问题 （1.4) 的解: r0f，a) 是惟 

一的，并且 1(^) 定义了一个从 t /x ^ 2 到 / T 中的光滑映射.还 
容易验证 


xU X B 2 ) 匚 5 3 ， jo(J X BO CLB r 

返回到流形 M， 我们已完成了引理的证明. □ 

引理 1.3 条件和记号的约定皆同引理 1. i 如果 pew 

并且 

_ 

■ 

| s | + |^| <C £» 

那么就有 

7(f,7(5,/>)) = 7{t - 5 »/>) , 

因而有 = 7( s ，7、 t ， py >. 

证明 我们记 §( o = nt -\- s , p ). 容易看出，这样定义的汐使 
得 

ib a) = rau)), 

1^(0) = 7(s t p). 
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因为 pew , 所以 ns , p ) ev . 根据引理 1.2 中的惟一性论断， 
应该有 

SO) = 

这就是 YQ + s ， p ) 二 ntJ ( s，pVh □ 

定义 1.4 设 r 是 M 上的向量场.我们把集合 

supp r = {x G M F(x) 尹 0 } 

叫做厂的支集.若 suppr 是紧致的，则称 r 为紧支向 量场. 

定理 1.S 设 m 是光滑流形，厂是 m 上的紧支光滑向量 
场，则存在光滑映射 

7 i RX K—M 

使得八是以下 Cauchy 问题的惟 一解： 


■ 


(L 7) 


y u ， p) = rcr(t ， p ))， 


y ( o 9 p ) 


p . 


(这样的 y 被 称为： 由向量场 r 生成的流)还可断定 


y(tjp) = / >i V/>GM\supp r. 

并且，如果记户），那么 

r t : ae/f) 


是 m 的一个单参数变换群.这就是说，光滑映射 y 所产生的映 

射族彳 We# 能够满足以下两个条件： 

(0) A=id(M 的恒同变 换）； 

(1) 八。 r~r t ^ v/ ， seR. 

证明记 H = su PP r . 对每一点/ > Q e//， 都有满足引理 i. 2 
要求的开邻域和正实数£(/> 0 ).因为 h 是紧致集，所 

以存在有限个点/>!，…，九 v ， 使得…我们记 

e= = 1 ， … ， TV }， J = [— e ， e], 

b 

根据引理 1.2, 存在光滑映射 

y (,) : j x V A — M ， 

户, 
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使得对于，问题 （1, 7) 在 td 范围内的惟一解是 

t 

y ⑴ g ，/ o , 并且 

y <0 (J x w p ) c ： v p： 

i i 

根据该引理的惟一性论断，我们看到 

( a ) 如果 ' 门~#0，那么对于 pev p r \ v fi m 有 

y ( ° a ,/>) - r ijy ( t 9 p )； 

( b > 如果 ' 那么对于 pev p n ( M \//) 

和 tej 有 

■ 

7 ik \ t , p ) = p . 

_ 、 

于是，在 Af 上可以无歧义地定义这样一个映射 

> (,) u,/>>, v/>ew^ , 

( i . 8) y ( tip ) = ^ • 

容易看出，由 （1.8) 定义的 y : */ XM — A / 是一个光滑映射，该 

映射具有这样的性质：如果叫+ | 5 |< £ ，那么 

(1.9) y(“y( 5 ，>)) =/a + s,/>). 

分别考察/和/的情形，可以很容易地验证上述 

r I 

性质.如果记 y t ( p )= ut , p ), 那么 a 9) 式可以写成 

(1.10) (\ t \ + | 5 | < e ). 

以 （1.10) 式为起始点，用归纳法可以 证明： 如果 | £l | + | ?2 1 +… 
+ UJ < e » 那么就有 

(1.11) K 。… 。八… 

I 2 Jt 12 k 

下面，我们将利用这一重要性质，设法将7 : JXAf 的定义范围 
扩展到 RXM . 

对于任意的 K /?， 取 《 eiv ， 使得 

(1.12) \ t/n \ < e /2 . 
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然后扩充定义 

(i. 13) y{t,p) = y tjn ° 7 t/n ° ° y t/n (p) 

(等号右端是的 72 重 复合乂 请注意，这样的定义不依赖于 

的具体选择（只要条件 （1. 12) 得以满 足）. 事实上，假若 
« / €"也使得|^|<£/2,那么就有 



0 


7 


t/n 



7 



’"( w ) ° 7"( w ) 


7 


f/(W) 


。 k 


r 


tin 、 


上式中的三个复合映射的复合重数依次为和 

容易看出，由 （1.13) 定义的 y : / fXM — M 是光滑映射，并 
且 y f (/ >)= yu ，/0 具有良好的 性质： 

( 0 ) 7 0 = idi 


⑴ H = y 出， \ t ， s eR. 

利用关系式川+心，/0=>^，>^。，/0)，我们得到 

y (/o，/>) = = r(7(t Q ， p)). 

似 t 二 Q 

另外，根据引理 1.2, 很容易 验证： 是问题 （1. 7) 的惟一 
解. □ 

注记 1.6 设 y , 定义为 

"•) = nt 9 o . 

则容易看出,每个丨都具有光滑的逆映射 y _ ，，因而 y , : m^m 
是光滑同胚.这是一种构造微分同胚的非常有效的办法. 


4 


§2流形的匀齐性 


同以前一样，我们约定记 B r = { x ^： R m i || x |< r }. 

引理 2.1 对任意的/>，<?€，存在光滑映射 

7^RXR m ^R m 
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适合以下这些 条件： 

(1) 匕（ • )= nt , - ) : R m — R m 是光滑同胚，并且 7 o - id ; 

(2) 7 / 工 ) =x ， Vx6iR m \5 4 ; 

(3) y\(p)=q* 

证明取光滑函数 7 : 满足如下条件： 

( a ) 0<心）<1， Vxe / T ; 


( b ) 7( x ) = l ， VxG ^ 3 ； 

( c ) supp 7 [ B r 


我们定义 /r 上的紧支向量场 

r(«r) = rj { x){q — />) ， 


然后求解 Cauchy 问题 
( 2 . 1 ) 

这等价于求解 



X = r ⑺， 

7(0) = <2. 


a 2) nt ， a) = a + mamq - pHt. 

Jo 

我们已经知道 （2. 1)( 或 (2. 2)) 的解是存在并且惟一的,现在的 
问题是：需要对和^6*/=[—1，1]求出解的具体表示 


式.为此，先利用 （2. 2) 作如下的 估计： 

||/(i,a) ||^ \\a I + I • Jg — /)| < 3. 
由此可知，对于和 KJ=[ — 1，1] 有 


y < it 9 a ) — a + iq — 户） dr • 

Jo 

也就是 

_ 

(2* 3) = a + 〆<? — /0 ，召 1 ， t^J = [— 1,1]. 

设 y : RXR m ^ R m 是由如上定义的向量场 r 所决定的光滑流. 
我们 指出： y 满足引理的全部要求.显然 （1) 和 （2) 是成立的，只 
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有 （3) 尚须验证.由 a 3) 式可得 

7\ ( jc ) = x + (g — p 、 ， V x ^： Bi ， 

因而 / >)=9. □ 

下面的定理揭示了连通流形的匀齐性质. 

定理 2. 2 设 M 是光滑流形， M 。 是 M 的任意一个连通开 

集，力和 g 是 A /。 中的任意两点.则存在同伦于 id 的光滑同胚 
h : M — A /， 使得 

(1) h { p )— q* y 

(2) h { x ) = x , VxGM \ Mo . 

特别地，如果 M 自身是连通的，那么对于 A / 的任意两点户 
和心存在同伦于 id 的光滑同胚 /i : A /— M ， 使得 

h (^ p ^) — q . 

证明 对于 M 。 的任意两点 a 和 心如 果存在同伦于 id 的 
光滑同胚: M — M ， 使得 

( a ) kCa )= b ； 

( b ) k ( x)=xi V x 6 M \ Afo » 

那么我们就约定记 

a 〜 b. 

容易看到，这样定义的“〜”是 A /。 的点之间的一种等价关系（练 
习 F . 3)，因而 M 。 是互不相交的等价类的并集.根据引理 2. 1 
可以 判定： 由关系“〜”所决定的每一个等价类都是一个开集. 
因为是连通集，所以只能有单独一个等价类.因而的任 
意两个点和 g 相互等价，即 p 〜 q . □ 

推论 2.3 设 M 是连通的光滑流形，其维数 dimM = w > 
2.则对于任意的 / M ， …，/>„€从和/>，存在 
同伦于 id 的光滑同胚 /i : Af — M , 使得 

h ( p ) = q ； hip .) = />. , i = 1， …， w . 

证明容易 看出： 是 M 中的连通开 
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集. □ 

定理 2. 4 设 M 是连通的光滑流形，其维数 

2.则对于 M 中互不相同的点灼，…，/>„和”，…，^，存在同伦 
于 id 的光滑同胚 A : M — M ， 使得 

办（户 ,） = %， i — 1，••_ ， w . 

证明根据推论2.3,对每一个/6{1，…， M ， 存在同伦于 

p 

id 的光滑同胚\ : 使得 

( 1 ) h i (p i )=q i ; 

(2) h ^ qp — qj , ; 

( 3 ) h i (p k )= p kf yk^>i. 

我们定义 


h=h » 。弋 。…°、• 

容易 验证： 这样的 A 满足定理的要求. 


§3带边流形的领圈邻域与倍流形 


展开讨论之前，再一次提请注意一些事项.设 r > l ，£ CR k 
(£ 不必是#的开子集），考察映射/: 当且仅当存在 

R k 的开子集 G=)£ 使得/可扩充为 /ecYGM^K/ 1五=/)， 
才认为/ : 是(^映射.另外，我们约定记 

设 A/ 是带边流形， dimM==l+n. 应当 指出： 对于/ 

M 在该点的切空间 T p M 是完整的1+72维线性空间（并非半个 

空间）.事实上，虽然/>点邻近的局部坐标域同胚于半空间 R x ^ n 

的开集，但过/>点不与 7^(3M) 相切的曲线仍有两种可能的参 

数方向.第一种是远离边缘点 的： 
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a : [0 ， e] — Af ， 

[or(0) = p ^ BA/; 

另一种是趋向边缘点 P 的： 

! (— 7,0] — Af ， 

(/?( 0 ) = 

约定将任何一条第一种类型的曲线所决定的属于 （7 y ^) 
\( T /3 M )) 的切向量称为是“内 指向型 ”的切向量.（类似地，可 

以定义“ 外指向 型”的切向量 v ) 

设是给定点. >点邻近 A / 的局部坐标图卡07,尹) 
相应导出切向量的局部坐标映射％ (参看第一章§ 5) .切向量 
芒 e e ) 属 “内指向型” 的充分必要条 件是： 

^ (^ ) > 0 . 

这里#是 

% (•) == (<(•)，<(•)，•"，<(•)) 

的第一个分量函数. 

引理 3.0 设 M 是 C °° 带边流形.则在 3 M 的某个开邻域 
上，可以定义一个 C °° 切向量场 a , 该切向量场在所有边缘点 
声处的切向量都是内指向型的. 

证明首先 指出： 对任何一点 />€3 A /, 存在/>点的开邻域 
t / 和在 t / 上定义的 M 的局部切向量场,该切向量场在 
的所有各点处的切向量都是内指向型的.事实上，设07,的是/> 
点邻近的 M 的局部坐标图卡，则由 

史: 1 “，。， …， 0) 

所给出的局部切向量场在各边缘点处当然都是内指向的. 

其次，我们注意到，在各边缘点处，内指向型的切向量乘以 
正实数所得到的切向量仍属同一类型.在同一个边缘点处的若 
干个内指向型的切向量之和仍然是该点处的一个内指向型切 
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向量. 

我们可以选择覆盖了 的 M 的局部坐标域.在这些局部 
坐标域分别定义局部切向量场，要求在所有边缘点处的切向量 
都是内指向型的.然后选取从属于这些局部坐标域以及开集 

的 A / 的单位分解.我们用从属于所述局部坐标域的单位 
分解函数将定义于这些局部坐标域的局部切向量场粘接起来， 
这样做成一个在包含的一个开集上有定义的切向量场.该 
切向量场在所有边缘点处的切向量当然都是内指向型的. □ 
定理 3.1 设於是紧致光滑的带边流形， rr 是定义于 3M 

的某个开邻域上的切向量场，该切向量场在所有边缘点处的切 
向量都是内指向的•考察 Cauchy 问题 

(3.1) 产) = _)， 

[^( 0 ) = p. 

可以肯定：存在 e >0, 使得 (3.1) 的解对所有的 

[0， e ) X 3 M 

有定义;并且存在 de ( o , o , 使得 

d 

y|[0,5) X : [0,^) X M 

是从[0,幻 X 3 M 到 M 的某个包含 3 M 的开集 A 的 c °° 同胚. 
注记 通常将作为[0,们 X 初/的光滑同胚像的 M 的开集 

称为是 3 Af 在 M 中的 领圈邻域. 

定理 3.1 的证明 首先 指出： 因为是紧致集，所以可 

统一地确定一个正实数 e ， 使得问题 （3. 1) 的解对所有的 
U ，/>)6[0， e)XdM 存在. 

其次，我们注意到，对于 pe ^ M , 

(3. 2) ( D ( 7) (0 ^ (0，/>) = <?*(/>). 

这里的切向量是内指向的.另一方面，因为 
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^(o ♦/>) = p » V p ^： ， 


所以 

(3.3) ( d/)( 。 p 〉（o = 匕 v ^ er ^ oM ). 

由偏微分式子 （3. 2) 和 （3. 3) 可知，在任何点微分 

(Dr) (0 ^ ： T (o ^([O,£)X9A/)-^M 

都是满秩线性映射.于是，根据逆函数定理和第四章的引理 
4. 2,可以 肯定： 存在(0， £ )，使得/|[0，幻父3从是从[0，谷) 

a 

X 3 M 到 M 的某个开集△二 )3 M 的同胚映射. □ 

设 M 是紧致光滑带边流形，7如定理 3. 1所述.约定记 
h + = 7|[0,^) X BA /, A +([0, 谷 ）X 3 M ). 

考察无交并 

((- d,d) x 

约定在这无交并集中将 ( G / oe [ o , 幻 xdM 与等同视 
之，这样建立一个商空间 

A / + = ((— d 9 d ) X BM ) IT (/ } M . 

+ 

这样的商空间 M + 仍是 Hausdorff 拓扑空间.我们可以利用 
(_ A 幻 X 3 M 的图汇与 M 的 C °° 图汇，合起来做成 A /+ 的 
C °° 图汇.因为 

厶 + : [0 ， ) X 9 A / ~ 

是 C "° 同胚映射，所以在相粘合的部位原属两个图汇的图卡必 
定是 c °° 相容的. 

我们取 Af 的另一个拷贝，并记 

( t 9 p ) = X (— t , p ) , V (,，/>)€(—占，0] X BAf . 

于是 

U - 占， 0] X 3 M—Af 

是从（一 5,0] X 3 Af 到 M (另一拷贝）的某个开集厶_二)汾/的 


167 



c °° 同胚.采取与上面所讨论的完全类似的做法，可以建立另一 
个 C 00 流形： 


M _ = (( 一 X 

映射 h —与 A+ 在 0X3M 处都相当于的恒同映射. 

我们可以将从_与从+相应于（一的部位粘贴, 
这样得到一个紧致光滑的无边流形 L . 这样的 L 被称为是带边 
流形 M 的倍流形(参看图 20)， M 可视为 L 的闭子集. 


(-5, 5 > xdAf 



m 2o 


这样，我们证明了以下定理 3. 2. 

定理 3. 2 任何紧致光滑的带边流形 M 都有倍流形 L ， 这 
是一个紧致光滑的无边流形，并且 il / 可视为 L 的闭子集. 

定理 3. 3( 映射的光滑化，带边流形情形） 

设 M 是紧致光滑的带边流形， JV 是光滑的无边流形， 

/ : M — N 是连续映射， e 是给定正实数.则存在光滑映射 
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g •• 满足以下 要求： 

(1) d{g(x) , /(x))<e ， \J 

(2) g 同伦于 /( 当然只能是 C 同 伦）. 

证明首先将 W 嵌入到 Euclid 空间#之中.设 D 是 W 在 

Y 中的管状邻域 ， P : 是相应的 C °° 收缩映射.因为 

K = /( M ) 是紧致集，所以存在实数 o 0>0, 使得 心 (=仏这里 

= {yeR l \d( yj K)^aj}. 


又因为 p \ K <a : K 广 N 的一致连续性，所以存在(0#)，使 
得 


(3.4) 


y “， 


I y 




y\\<v 


< e. 


设 L 是 M 的倍 流形. 因为 M 是 L 的闭子集，所以根据 
Tietze 扩充定理，可以将 


f •• M — NCR 1 

扩充为 

/ - L ^ R 1 . 

于是，援引无边流形的相应命题，可知存在蒼 ecra ，!^)， 使得 

(1) |?Cr)-/(x)||<7, 


(2 ) H ( tfx ) O )— g "( x )) 将蒼同伦于 /. 

我们记 

g 二 p ° g\M 9 

H= P o fj (I X M). 


则依据 d )，（3.4) 和 (2) 可得： 

(1) 办 Cr )，/ Cr ))< e ， 

(2) HeC 0 axAf ， AO 将发同伦于 /• □ 

引理 3_4 设⑴是任意给定的正实数， M 是紧致光滑的带 
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边流形，/0，/ 1 €<^°(从，及 / ).设/^: JXM — i 是连续映射，满 
足以下 条件： 

F(t 9 jr) = fo(x) » M ， X、 G 0 ? -|- X M, 

Fit^x) - 义⑴， V( ，， x)e[~| ， l]X M. 

则存在光滑映射 G : / XM — #，满足 要求： 

G{t,x) = /o(x), V(r:)e[0，+ ]x M; 

G(t ， x) = au), v(^x>er|-a]x m ； 

l y - 

|k 

|G(U) — Fit^x) K o>，V X M. 

证明首先取 AGcm ?)， 满足条件 



a 叫 e[o ， i ]， v^e /?； 

= o ， V 斤 一 。0 ，去 U 县， + 00 • 

、 \ \7 ^ H / 

其次，设 L 是 Af 的倍流形，则 M 是 L 的闭子集.于是 JXM 也 
就是 RXL 的闭子集.根据 Tietze 扩充定理，可将 F 扩充为连 

续映射 

I 

F 。 ： R X L R 1 , 

于是，存在 

Go e C°°(R X L ,^), 

使得 

|| S 0 (“: r ) — T Q { t ， jc 、I < a>，V X M . 

我们定义 

= (1 — A ⑴）？ O 0， x ) + yKO 5 0 a , x ), 

并记 
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G = g|(7 X M). 

则显然 

Gi I X M -^ R l 

满足全部要求. □ 

定理 3. 5( 同伦的光滑化，带边流形情形） 设 M 是紧致光 
滑的带边流形， W 是光滑的无边流形，/。，人：是光滑映 
射.如果 /o 连续同伦于义，那么 /o 也就必定光滑地同伦于 A. 

证明首先将 iV 嵌人到 Euclid 空间#之中.设 D 是 JV 在 

R 1 中的管状邻域， A: 是相应的收缩映射 .设/ '€ 

C°(/XM，AO 将 / Q 同伦于 /i. 不妨设 

F ( t ， j ：) = f Q Cz) ， V G 0,-^- X Mi 

■ ■ 

F(t^jr) = /i (x) f V ( ，，了 ) 6 香 ， 1 X 

■ ■ 

对于紧致集 

K = F(I X M 、 CNcn ， 

存在0>0,使得 尺^ /ZD, 这里 

= { y ^ R ^ diy . K ^ < ( o ), 

将 F 看成是从 JXM 到 Y 的连续映射.根据引理 3. 4,存在光 
滑映射 G : /XM—#， 满足以下 要求： 

I 

G(n) = /o(x)， V ( t 9 x ) G 0 ，去 X Mi 

y j 

G{t f x} = V it^x) G ~^，1 X M ； 

_ 3 ■ 

\ G ( t 9 x ) — F( ，， x) ||< ⑴， V X M . 

如果记 , 

H = P 。 G •• I 乂 M — N 、 

那么显然 // 就是 /o 与 y\ 之间的光滑同伦. □ 
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§ 4 Morse 函数 


设 M 是一个光滑流形， /: 是一个光滑映射，夕€ 

M . 如果 

rank 》/ = 0 < 1, 

那么/>就是/的临界点.用局部坐标来表示，声为/的临界点 
的充分必要条件是：对于/>点邻近的任意一个局部坐标图卡 

( C /，0， 在 a = 点，函数/=/。^ 1 的所有的一阶偏导数都 

等于0,即 

(4. 0) |^( a ) =…= ~~da) = 0. 

ojo ax 

定义 4.1 设 M 是一个光滑流形， /6 C TO ( Af ,/0 •如果 /» 

是/的临界点，并且/的局部表示/=/。 f 1 在 a = 点的 

二阶偏导数方阵(通常称之为 Hessian 方阵)非退化，即 


(4. 1) 


det 


3 2 / 




- ： (<p(p)) ^ 0 . 


/ 


那么我们就称 p 为 f 的非退化临界点.（作为练习，请读者验证 
这样一个 事实： 上面定义中的条件 (4.1) 不依赖于局部坐标的 
具体选择 .） 

定义 4.2 设 M 是一个 C °° 流形 . /€广(从，及)•如果/的 
所有的临界点都是非退化的，那么我们就称/为 Morse 函数. 

下面将用我们已经很熟悉的方法去 证明： Morse 函数是 
“相当多”的. 


引理 4.3 设 「是 JT 中的开集， / eC °°( f /， 及）， A ： 是包 
含于 C / 中的紧致集 • 如果/ 在尺 上没有退化的临界点，那么在 
C 2 意义下与/充分接近的 g 6 C °° a 7，/0 也具有同样的 性质 ： g 
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在尺上没有退化的临 界点. 
证明考察表示式 





=1 


3/ 


3 丄 


： (x) 


det 


9 2 / 




:( x ) 


显然/在 K 上没有退化临界点的充分必要条件是 

(4.2) △(/， x ) > 0， 



如果 (4. 2) 成立，那么只要发在 C 2 意义下与/充分接近，也就 
有 


△(茗 ，工） > 0， \/ jo ^ K 9 

因而# 在 尺 上 也没有退化临界点. □ 

引理 4. 4设是 /T 中的开集， / eC ra 07，/ f ). 则存在长 
度可任意小的向量 6€/ r ，使得函数 

g(jo) = fix 、 — b • x 

在 C 7 上没有退化临界点. 

证明 设 F 6 CT 07, IT ) 是这样定义的： 

FU) =D/Cr) =( 磬⑴， … ，芒 ( 工 ) . 

t 1 m / 

根据 Sard 定理，对于任意的 e >0, 存在映射 F 的正则值办€ 
iT ， 使得 W < e . 我们记 

g{x) = f{x) — b • x. 

显然有 


D^(jc) = D/(x) — b ~ Fix) — b ， D 2 茗 ( ： r) = DF(x), 

因为 6 不是 F 的临界值，所以任何 

a€ UeK m \DgU) = FU) ~d = 0} 

都使得 

= 的⑷ =DF(a) 

\ t J I 

非退化. O 
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引理 4. 5 设 M 是一个 （ T 流形， /6 C °°( M ，/0, H 是 M 
中的紧致集，/在 H 上没有退化临界点，$是任意给定的正实 
数.又设0/，的是 M 的局部坐标图卡， V 和 W 是包含在"之中 
的开集，并且 

< p ( JJ ) = B 3 , < p ( V ) = B 2 , < p ( W } = B x . 

则存在，满足这样的 条件： 

(1) g (户 ）= /(/>)， V /> GM \ F ； 

(2) g 在 HU 示上没有退化临界点； 

(3) \ gip ')- f { p ')\< d , v /> eM . 

证明 取满足条件 

7(/>) = 1， V pG W, 

o < v ( p ) <u ypev \ w , 

7( / >) = 0， V p € M \ V . 

记 / = / 。 f 、根据引理 4. 4,存在长度可任意小的 beR m ，m 
得 

f ( x ) — b • x 

在 f ( U )= B 2 上没有退化临界点.我们定义 

g ( p ) — /(/>)— V ( P、（b • 

容易看出，在示上函数 g 没有退化的临界点.另外，如果取办充 
分小，可使 g 在 f / 上与/按 C 2 意义充分接近，因而可使 g 在 

歹 n // 上没有退化临界点.在 y 以外的地方，显然有 &(/>)= 
/(声).因而，只要6取得足够小，所定义的#就满足引理的全部 
要求. □ 

定理 4. 6设 M 是一个 ( T 流形， /€ C °°( A /，/0 .则对任意 

给定的正值函数 e G C ° ( A /, /?)，存在 Morse 函数贫€ 
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C °°( M ， 及），使得 

\ gip ") — /(夕）1 (户） ， V P ^： M . 

证明选取可数个局部坐标图卡 (",#) 和开集 

匚％，/ = 1，2,…， 

满足条件： 

(1) 從={^/,}是局部有 限族； 

(2) q > i ( U l )= B 3 , 只(7,.)=召 2 ， < p i ( W l )= B 1 ； 

(3) ，•={%.}覆盖了 M. 

因为中的紧致集，所以 

e i = ini { e ( p ) V t .) 0 , / = 1，2,…， 


约定记 


^ 0K i = 1 ， 2，”.. 


我们归纳构造一列函数 /AdM，/?). 首先置 / Q = / ，并 
记只。=0，然后依次定义/!，/ 2 ，…，满足这样一些 条件： 


(1 ; ) /,(/>)=/_,(/>). \/ peM \ v rf 

(2,) 函数/,在 


H i = H i _ l [jW i =[JW j 

^ — 1 

之上没有退化临 界点； 

(3,) >)1 v^eM. 

在此基础上，定义 


g { p ) — lim f k ip ). 

容易 验证： ( M,/0 是 Morse 函数 ，并且 

\ gip ) ~ f ( p ) I <Ce(/>)， \ f [ 

Morse 函数在许多数学分支中有重要的应用.限于篇幅， 
不能在这里逐一介绍.感兴趣的读者可以参看文献 [Gr]，[Ka] 
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和 [Mi]‘ 

这里仅介绍运用 Morse 函数研究流形拓扑的一个最简单 
的范例—— Reeb 定理. 为此，先要作一些 准备. 讨论中所涉及 

的一些技术性手法，在不少数学分支中有广泛的 应用. 

引理 4. 7设是 r 中0点的凸开邻域， /ec^oMe). 
贝！ J 存在 gj GC°° (JJ ，及）0 = 1，… ，w) ，使得 

n 

/(jr) = /(0) + y]xjgj(x ) ， 

尸 i 

并且 〜 （0) 二髮 （0), ) = 

乂 J 


如果 / 还满足条件 




( 0 ) = 


* _ « 



那么存在 A ^6C°° (U ，/ ?)(j，々 = l ，…，;0,使得 


n 


/(•r) 

并且 Or) 满足 条件: 


/( 0 ) + Yl X J X k h j^ X ^i 


k 


(1) /^0 r ) = O ); 

(2) h ( 0 ) = f ^|^( 0 ). 


k 


证明首先，显然有 


/o) 




/( 0 ) 





_d 

ol ds 


f(sjo) d5 


ft 


/( 0 ) 




JT . 




1 B / 

o 


( sx ) ds . 


我们看到 







1 d / 

o , 


(sx)ds f 


1，••_，” 


满足引理前一部分的要求. 
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其次，如果 / 还满足条件 


那么当然有 


于是 


gj (^ 


如果记 


那么显然有 




( 0 ) 


» # « 


3工 


( 0 ) 


0, 


心⑻ 


0, 


1， 


• 參《 


n. 


去 ( 心 (^r))dz 


0 




0 


dt 


ri 




a / 

o 3x, 


(stx)ds 


df 


n 



X 


k 


k 




Oj 


a 2 / 


o Bx 

； R 


(st^s dsd,. 


h ^ {jo) = L lo 


1 「] a 2 / 


3 jt 


(stx)s d 5 d / , j，k 




1 ，…，冷 


n 


f (x)= / ⑻ 




X 


A ( x ) 


H 




/ ⑻ + 2 




并且 A ^ Cr ) 满足 条件: 


( 1 ) h-^(x)=h k Xx) 


* 


(2 )h ( Q ) 


a 2 / 




So ： 


( 0 ) 


k 


m 




0 


5 dt 


i a 2 / 


0 


2 Bj: ,3x 


(0)， 


k 


这里 J ，々= l ， …，;!， X ^： U . 


下面将要介绍的是在许多方面有重要应用的 Morse 引理. 
引理 4. 8 (Morse 引理） 设 M 是《维 (T 流形 jeC ^ CM , 

是/的非退化临界点.则存在/>点邻近 M 的局部坐 
标图卡 ( W ，7)， 使得/局部表示为 



c 


一 1 


( W ) 


/(/>) 


w \ 




XV 


2 -\r w 2 


S 


5+1 



# 争 • 


+ W n * 
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注记 所给出的局部表示^可以等于0,也可以等于 〃.引 
理的结论只 是说： /的局部表示是一个非退化二次型的对角形 

式. 

Morse 引理的证明 首先取声点邻近的 M 的局部坐标图 
卡0/，的，要求 〆 ⑺是 矿 中的凸开集，并且 0/0 = 0. 于是 ，根 
据引理 4. 7，/可局部表示为 

n 

/ 。 cp " 1 (u) = / 。 ^O) + 

)‘女=1 

也就是 

n 

(4. 3) /。= /(/>)+ 2 UjU k h j k ( u ). 

= 1 

其中的 (辦 7)，及)满足 条件： 

( 1 ) hj k (u)~h k j(u) ; 

⑼ 192(/ 。炉 _1) ⑻ 

(2) ^,,(0) = - ^ (0). 

J 是 

因为户是 / 的非退化临界点，所以 
(4. 4) det ( W 0) );、 =1 # 

必要时 调整自 变量的标号次序，不妨设 

\h ul (0)\^ |/t 22 (0)| \h n jO)\. 

，如果那么就有 

A 2,2 (0) = …=〜，《( 0 ) = 0. 

依据 (4. 4) 可以判定 

&1,2(0)，六1，3 (0) ，…，六 l , n (0) 

不能都是 0. 不妨设 

办 1,2(0) 尹 0 . 

我们构作如下的线性变换 
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'Ui = Ui 





# 





麴 



然后将局部坐标图卡 ( f /， 的换成 

{ U = ( U ，厂 1 。 $)• 


于是 


/ 。 穸 1 (5) = / 。 P _1 (/( 云 ））. 

我们得到 


(4_ 5) /。 p 4 = /(/>) + 2泛)心~, 〆 泛). 

) ，走=1 

考察 （4. 3) 式中涉及心和 m 2 的项 2 u 1 u 2 h l 2 («). 经变换 w = 
/( W 该项变成 


2(^1 + u 2 )(ui — u 2 ') h l 2 ( l ( u )) = 2 u \ h x 2 ( l ( u )) + •••. 

除了这里的而外 ，（4. 3) 式所有其他项经变换都 

不可能产生涉及珩 的项. 于是， （4* 5) 式中的 h / i ?) 应该等于 
2 h 12 ( l ( u )). 因此 

厶 i ， i (0) = 2办1, 2(/(0)) = 2办1，2(0)尹 0. 

必要时可将和都换成 

音 (〜 〆 2) + h k .( u )). 

于是，可以假定 (4. 5) 式中的^，/。(^•，々^，…，/^满足条件 

jhj = h kj { u )^ j 9 k = 1， …，; i ; 

|^ ltl (0) 7^ 0. 

为了避免记号的繁杂•不妨一开始就 假定： 对于局部坐标 
图卡0/，妗，/的局部表示 


179 




满足以下这些 条件： 

(1) h Xu) = h k («)，M j ， <p(U ); 

J ，艮 尺 5 J 

(2) detih. k iu))^0^ )/u^<p{U ); 

J 

(3) W U )H V^G <p(U)* 

在做了这样的假定之后，考察如下的坐标变换〃 = 〆 “）： 






h 、,( u ) 


u 




2 


h lA ( u ) 


+ 


■ • _ 











以2, 


* 




畢 


u 



选择如下的/>点邻近的 M 的局部坐标图卡 ( F ，0: 


VdU, ip = p 。 <p • 


对于这局部坐标图卡， / 的局部表示为: 


n 

/。 ip~ l M = f{p) 士 w 

j^k= 2 

必要时将和 H t ， y ( z ；) 都换成 


不妨设这些仍满足条件： 

(1) H hk {v)=H k ^v), V>»^e {2,… ， w} ， v€0OO; 

( 2 ) det(H jtk M)l k ^O, 

如果 72=1 ， 那么引理的结论已得到证明.如果《>1，那么 
可采取归纳推理的办法得出所要求的结论. 

最后，我们得到 P 点邻近的局部坐标图卡 ( W ，7)， 使得 

/。 rj ~ l { w ) = /(/>) _ wf — … 一 + w ^ +1 + … + □ 

附注顺便说明， Morse 引理的证明过程，实际上就是通 
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常采取配方等手段将非退化 的 《 元二次型化为对角形的过程. 

下面将对光滑 Riemann 流形上的光滑函数定义梯度向量 

场， 

设 M 是 w 维光滑流形，其切丛 TM 赋有确定的 Riemann 
度量〈 • ， • 〉.对于#在/>点邻近给定的局部坐标，约定记 


g ^ kip) ^ 〈是，是〉； 

J k P 

并约定将对称正定方阵 (化/户) )】 i=1 的逆方阵元素记为 

g' l ip^f {1 ，•••，《}• 

设在点邻近有与上述局部坐标 c °° 相容的另一局部坐标.相 
应地写出 


S sa ( p ) = 



^^6 { 1 ， …， n } ， 


并将相应的方阵(^(/0)^ =1 的逆方阵元素记为 


7’ U (P) ， r,u ^： {1, … ， n}. 

在下面的讨论中，没有标明范围的求和符号互]都表示对 
各指标从1到 A 2 求和.我们看到 


相应地有 



T u ip ) 


2 g ，⑷ 


% 


这后一式可通过以下的运算予以检验 
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= < ， 

这里 {1 ， … ，”}• 

I 

以上讨论弄明白了坐标变换时和的变换法则 • 在此 
基础上，我们将通常 Euclid 空间的梯度向量场概念推广到 

Riemann 流形. 

设 M 是 C °° 流形，其切丛 TM 賦有确定的 Riemann 度量 • 
对于 /ecr ( M ，10, 借助于点邻近的局部坐标，可以定义这 
样 一 个局部切向 量场： 

(A y' [ J'j 

( 4 . 6) ^\ g ar ar: 

\ J I l 

虽然这样的定义是局部的，如果在两个局部坐标域的相交部 

分，能够证明对于不同的局部坐标由 （4. 6) 式定义的是同一个 

对象，那么也就可以通过 （4. 6) 这样的局部坐标方式定义整体 

的切向量场.下面我们就来验证 （4. 6) 式在坐标变换下的不变 

性： 
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s，t 


g 


S,t 


3/ \ a 





s 


2 . 


嗪 











v 3 / 

今 dy t 



d 


dx t dy 








a /\^ a _ 


我们 看到： 对于 c °° 相容的不同局部坐标系，由 （4. 6) 那样 
的式子表示的是同一个向量.因此，可借助于在各处由 （4. 6) 式 
表示的局部向量场，定义一个 M 上的整体向量场.我们约定将 
这样定义的向量场记为 


grad / 

并约定将这向量场称作 /6( T ( M ， i ?) 的梯度 向最场 .请注意， 
这样定义的梯度向量场虽然不依赖于各点邻近局部坐标系的 
选择，但却依赖于 M 的切丛所賦予的 Riemann 度量.对于通常 
的 n 维 Euclid 空间/?%如果所选择的 Riemann 度量确实是通 
常的 Euclid 度量，那么按上述方式定义的 grad / 就是通常 R n 
中按传统方式定义的梯度向 量场： 


S / 


3/ 



P ^ R \ 


下面的引理揭示梯度向量场最根本的性质. 


引理 4.9 设 M 是;2维光滑流形，其切丛： TM 赋有确定的 
Riemann 度量， / edM ，!?). 则对任意的似和 A / 上过 p 
点的任意光滑曲线 


必有 


* (r — e，r + e) M ， 

t/?(r) = p. 


〈 grad/，# (r))^ = 逆 J ⑴ 
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证明借助于点邻近 A / 的局部坐标图卡07,的，我们将 
/局部表示为/。，并约定将 3/ ^/… 简记为另一方面， 

丄 j 丄 j 

将过户点的曲线/5局部表示成 p 。 /?，局部表示的各分量简记为 


(/) = %。/?⑴， k 




1 


« 


■ 


于是，切向量可表示为 




P (0 


公4 ⑴ a 


dt 


在作了以上所述的记号简化约定之后，我们来进行关键的 


计算: 




〈 grad/，/? (r)> 


p 



g 




8 


Bx 


，S 


dx A (r) 3 




k 


dt 


Bx 


p 


2 s 


i.j 3/ dx A (r) / 3 


a 


8 x 


dt 


9 ： r, 


p 


S(E 


Sk 


, V ") 


dt 


sr \ ssj ^ x k 

J ** 1 





dt 




d ? (/ ^ (0) 


* 



附注对于 / ecum ， 我们可以将 / 的梯度向量场定 
义为满足下述条件的切向量场 

对任意的 />€ M 和 M 上过/>点的任意光滑曲线 
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P •• (r — e,r + c) -► M, 

/?(r) = /> 



必有 


(4.7) 


(Xj (j)) p = 


d(/o /?(，）) 

ck 


峰 


为了说明定义是确当无歧义的，须证明满足上述条件的切 
向量场 x 存在并且惟一.我们前面所作的讨论已经证明了存在 
性.尚须证明满足所述要求的切向量场 x 是惟一的.假定切向 
量场和尤 2 都满足所述要求，则有 

〈不— X 2 ，合 ( r ) = 0. 

因为/>和/?在指定范围内可任意选择，所以上式 蕴含： 对任何 
切向量场 V 都有 


(4.8) 


(Xi - X 2f Y) = 0. 


在 (4.8) 式中取 


( X ! 




x 2 就得到 


x 2 , A 




x 2 > 




由此得知 


0 


X ,- X 2 ^ 0. 

这证明了满足所述条件的切向量场的惟一性. □ 

% 

记号约定设 m 是光滑流形.对于给定的 / ec °°( M，jo 
和给定实数，约 定记： 

^ M (a 6 -| = / 1 ((< 2 , b ~\) 5 

M ^a,b)= / _ l (( a ^))? 

叫〜=厂 1( [>，^|); M c = r \ C ). 

下面的引理将对 Reeb 定理的证明起关键作用. 

引理 4. 10设 M 是紧致光滑流形，其切丛: TM 陚有确定 
的 Riemann 度量.对于给定的 / CCH 及），如果实数使 

得中没有/的临界点，并且集合 / _1 U ) 和/ _1 (6)都不 
空，那么以下结论 成立： 
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(1) 对任何实数 r 。， r . elaM ， 都可以肯定光滑同胚 

G 

于< 1; 特别地，光滑同胚于 M 6 . 

(2) 存在映射 

« : [ a ，々 ] X M a ^ M la bV 

该映射将 l >，6] XM fl 同胚地映成，并且对任何 f e |> ， 6] 
都有 

o ({ t } X MJ = M r 

证明对于足够小的 e >0, /在 M u _ 2£ ， a+2e) 也没有临界 
点•首先取满足条件 




1， 


Mq^M 


[£2, 6] 


* 


"(9)、6 [0, 1 ] ，V q G M ； 


0, 


y q eM\M 


(a — t,a + €) • 


然后在 M 上定义这样一个切向量场 


(^) 


pig ) 


( grad /) 


<1 


( grad /, grad /〉/ 


ygeM 


(a —2e，a + 2e); 


0, 




y q ^ M\M 


(a — E^a+e ) 9 


对于 和 Cauchy 问题 




(4.9) 


r it) 

Hr) 


⑴）， 

P, 


对于 (4.9) 的解 y ， 我们有 


(4, 10) 


df o Ht) 
dt ~~ 


< grad /， 夕 (/)> 


ru ) 


< grad /, ff (7(0)> 


no 


pent ))， 若 


(a — 2e，a + 20 


o . 


若 y ⑴ eA/vw 


(a —e ， a+0’ 


上面得到的 （ 4 . 10) 式给我们提供了重要信息.首先，由 p 的定 
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义和 （4. 10) 式 可知: 


0< 


d/。y ⑴ 

ck 


< i . 


于是，对于有 

0</(7 ⑴）一 /(7(r))</ - r. 

如果 7( r ) e / _1 ( r )， 那么 

于是，对于 r ， K [ a ，6] 和 KzOe /^ Cr ) 必有 

ya ) e / _1 ([ r ^]) e / _1 ([^,6]) = m mv 

据此再回到 （4. 10) 式就得到 

r ， K |>，6]， 〜) 6厂 1 ⑺ d/ : 


进一步可得 

r ， $[a ， 办 ] ， /(r)6/ _1 (r) :> ^/(7⑴)= t. 

约定将 (4. 9) 的解记为则刚才得到的结果可 写成: 
r ， ,e[a ， 6 ]， p^if - ~^( / >)^ f~ 1 ⑴， 


也就是 

(4.11) z.telaM 匚厂 

这一结果还会有进 一 步的改进. 

对于 r Q ，r，K[a，6]， 我们有 


由此得知 




o 


/?: 


允， 


0 



# 


A 。 ㊆ Q 。 Q = Z 3 :; . 

因此 

A 。 Q |M = 心 ， Q 。 = id M . 

I 0 V r 0 Oil ri 

我们证 明了： Q 将光滑同胚地映成 M 、= 
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—1 


( n ). 前面的 （4. 11) 式实际上应该是 


( 4 . 12 ) 


“ e [ a ，6] =^^(/ _1 ( r )) =厂 1 ⑴， 


并且将 / _1 ( r ) 光滑同胚地映成 厂 1 ⑴. 


对于约定记 


ot(t 9 p) 


咖) • 


因为 


[a^ X M a = |J ({t} X 厂 1 ⑷）， 




M 


0,為] 




l (t) 9 




a({t] X 



_ 1 


U ))= <( 厂 1 ⑷) 



一 1 


(f). 


所以 


a: |> ， 6] XM a ^ M m 


是单、满映射 ^ 当然还是连续映射.因此， a 将 |>，^ XA ^ 同胚 
地映成 M Lafb y 另外，由 （4.12) 式可得 


引理 4.11 设 


XU} X MJ 




g •• S : 


—1 


3 D : 


3 Z )^ 


S 


n 一 1 

c 


是同胚映射，则可将 g 扩充为同胚映射 


h •. D n e 

证明我们这样定义幻规定 


D :. 


h { x ) 


f 


0, 


对于 i 


0, 


x 


f 


e 


g 


X 


对于 


首先指出这样定义的 A : 是连续映射.为此，只须验证 

A 在 ： r = 0 处的连续性.事实上，当 || x ||-0 时必有 


| A ( x ) | 


X 


£ 


g 


ex 


x 


I jr I 


0, 
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下面，我们来验证 A : 的单映射性质和满映射性质 • 

CD 验证&的单映射性质 

(1-1) 对于: r^O , 显然 / iCr) 尹 0. 


(1-2) 设* r ， / 6 D :\{0} •如果 

wi 关 iki ， 

那么 ||/iCr)||= ||x||^ I 工 1= I hU f ) 


如果 


那么 

由此可得 


|，I = I x r | t h ( x ) = h ( x f ) ， 





( I ) 验证 / i 的满映射性质 


(i-i) 对于 oez>:， 我们有 mo )= o . 


(1-2) 对于 3^D:\{0}, 我们记 


M 


e 


g 


£ y 


y 




则有 


X 


Wl， 

Wk— 1 



/ 


: y 


g 


-i 


( 它 y 


I* 


: y 


ACr) 


e 


g 


y 


£ 


8 g 


一 1 




£ y 

ITTi 


y 


m 


我们证明了 /i : D ：^ D ： 是单、满连续映射，因而是同胚.另 
外，很容易验证 


h\S 




在引理 4.8(Morse 引理），引理 4. 10和引理 4. 11的基础 
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上，我们来证明 Reeb 定理. 

定理 4 . 12 (Reeb 定理）设 M 是《维紧致光滑的无边流 
形•如果存在恰有两个临界点的 Morse 函数那 
么 Af 与 f 拓扑同胚. 

证明 首先，/必有取得最小值的点和取得最大值的点, 
这两点应该就是仅有的两个非退化临界点.设/的最小值和最 

大值分别是/和乙必要时以 边十 q 士〉’⑴ -’) 代替 

/( x )， 不妨设/的最小值 1 ，最大值 L = + l .设 

/(/>—)=— 1， /( / >+) =+ 1. 

根据 Morse 引理（即引理 4 . 8 )，存在 Af 在/>_点邻近的局部坐 

标图卡 07 ,妗和 M 在声 + 点邻近的局部坐标图卡( V ，#)，分别使 
得 

f ° 平 1 (w) = — 1 + af + … m 2 ; 

a ' n J 

f G 中 (t/) — 1 — v\ —… 一 z ； 2. 

丄 n 

在下面的讨论中，将采用约定的记号 

^[a,6] = ^ »6]) , M c = / _1 (c). 

只要 e > o 足够小，就可使得 
于是有 

9 15 (似 … 2 ]) =<po /-】([— 1,-1 + e 2 ]) 

-(/。厂 1 ) -1 ^：- 1, — 1 + € 2 ]) 

= {ue<p(U) | — 1 < / 0 1 + e 2} 

= {m G 沪 ("〉+ … + ^ e 2 } 

=/)；, 

9 d 1 + e 2 ) = 3 Z ): = S^~ l ； 
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同样道理有 

= {v^ ： <p(V) 1 1 — e 2 < / 。 ^ 1 } 

= D ： , 

P(M 卜 e 2) = 3 Z ): = S n ~\ 

约定记 

I £ = [— 1 + e 2 ，1 — e 2 ]. 

根据引理 4. 10(对<2= — 1+ e 2 , 6 = 1 — e 2 )， 存在从 / e XM _ 1+e 2 
到的同胚映射 

a : J e X Af_ 1+e 2 ― M[_ 1+e2 l _ e 2 ]， 

满足条件 

a i { t ) X M _ 1+ e 2> = M f9 人. 

为叙述方便，记 A ( t 9 u ) = a ( t ^~ l ( u )). 因为 ( p ~ l \ S n ~ l * 
^厂 1 — M _ 1+£ 2 是光滑同胚，所以 

A :/，；:- 1 — A / [—… 2 , 卜 £ 2] 

是同胚映射，并且 

仙 ） x s n ~ l ) = M t , v^e/ £ . 

因为 A ( l - f ，•） 是从 K — 1 到恥_ £2 的同胚，所以映射 

^(•)= 必。 A(1 — e 2 ， • ） = 必。 a(l — e 2 f ^ J (•)) 

是从*^厂 1 到 K _1 的同胚•根据引理 4. 11，可将 g 扩充为同胚 
映射 

h D 卜 D :, 

以下约定记 

X - ({-1 + £2 } X Dpua , X S n ~ l )\JUl - e 2 } X D n t ). 
这样的 X 是及 1 +”中半径为 e ， 高为2-2£ 2 的超圆柱面（人们把 
/? 1+ ”中只低一维的《维曲面叫 做超曲 面). 通过中心幅射投影， 
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很容易建立 * s rt 与 X 的拓扑同胚映射.于是，为了证明 Reeb 定 
理，只须建立 X 与 Af 之间的拓扑同胚. 

注意到 

?~ Hu ) = a (- l-h e ^ fTUu )), ) fueS n ~\ 

必 ― 1 。 h(u) = «(1 — e 2 ， f _1 («)) ， V u 云 S n t ~ l ， 

可以按以下方式定义一个映射 a : X — M (参看图 21)： 

>一 1 («)， Va ,«) e {- 1 + e 2 } X D n t , 

< a ( t 9 < p~ l M ) f ( t ^ u ) El e X 5:— 、 

少一 1 。 kdu ) ， va,«)eu - £ 2 } X D n e . 

很容易验证 X - M 是单、满连续映射，因而是同胚映射. 
至此,我们证 明了： f 同胚于 M . □ 



图21 


附注 Reeb 定理只能断定 f 与 M 拓扑同胚，不能断定 f 
与 Af 微分同胚 • Milnorl 956 年发表了一篇引起轰动效应的论 
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On manifolds homeomorphic to the 7-sphere t Annals of 

Math, 64(1956),399 — 405 - 

该文 指出： 存在不能微分同胚于 S 7 的 7 维紧致流形 M ， 该流形 
允许恰有两个临界点的 Morse 函数，因而与 * S 7 拓扑同胚.这就 
是说，* S 7 可以有不同的微分结构.除了通常作为 Euclid 空间子 

流形的微分结构而外，还有所谓 7 维怪球的微分结构.（后来人 
们弄清楚 *S 7 有 28 种不同的微分结构 .） 


练习 F 

I 

F . L 设 r 是炉上的向量场•试对以下 （1) 和 （2) 两种情形 

分别求出由 r 生成的单参数变换群 0)( 请说明这两个群 
分别由怎样的一些变换组 成）： 


( 1 ) r(x f y) = 


3 




德 


办， 


3 


F .2. 设/:矿―犮是 cr 函数, 


F{x) = 




( x ) ，… 


a / 


(工） 




是/的梯度向量场，\是由向量场 r 生成的单参数变换群.试 
证：如果那么 


/(/u))>/(y/x>), vxe/f n . 

F . 3. 考察定理 2. 2证明中所定义的关系“〜”.验证“〜” 
是一种等价关系. 

F .4. 设 M 是连通的 ( T 3 流形.试证 M 中的任意两点都可 
以用 M 的1维正则 C °° 子流形予以联结. 

F -5. 设 M 是紧致光滑流形•试 证： 存在 M 上的 Morse 函 
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数 /, 它在不同的临界点处取不同 的值. 

F . 6. 设 M 是矿的正则光滑子流形.试证存在线性函数 

/: 使得 /| M 是 Af 上的 Morse 函数. 

F . 7. 设 A / 是矿的正则光滑子流形， / GCH /0. 试证 

几乎所有的都使得如下定义的 g 成为 Morse 函数： 

g •• M —/? ， 

x ^ f (x) -\r X * x f 

其中 ； l • X 表示向量 A 与向量 X 的数量积.（这是一个很有意思 
的结果.据此可以作出练习 F . 6的另一解答 .） 

F . 8. 设 M 是矿的正则光滑子流形.试证 ：几乎 所有的 

AG # 都使得由 /(^)- || x - A || 2 定义的 / GC °°( M ， 及） 成为 
Morse 函数. 
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第七章一维流形的分类与 

Brouwer 不动点定理 

1维流形是最简单的流形.在§1中，我们将 证明： 任何一 
个连通的1维微分流形，或者微分同胚于圆周 S 1 ， 或者微分同 
胚于实数区间[0，1]，[0，1)，（0，1)之一.由此可知，本质上只有 
四种不同的1维连通微分流形，其中紧致的只有两种.利用1 
维流形分类的重要结论，我们将在§ 2给出 Brouwer 不动点定 
理一个简单的证明. 

§1 一维微分流形的分类 

一 般约定 在本节中，我们假定 M 是任意一个1维微分流 
形.根据 Whitney 嵌人定理，不妨设 M 是及 3 的正则子流形，因 
而切丛上赋有由/? 3 的 Euclid 内积诱导的 Riemann 度量. 

R 中多于一点的连通集合只能是 (《 4)，|>,办），（16]或者 
[〜 6] 这样的区间.我们将着重考察从任意一个实数区间 J 到 
M 中的映射. 

定义 1. 1设/是任意一个实数区间，《 : I ~* M 是一个 C 1 

映射.如果《在 J 中任意一点邻近都是局部微分同胚，那么我 
们就称《 : /— M 是 M 的一个参数化（或参数表示).如果 M 的 
参数表示 M 满足这样的 条件： 

I a’ (f) | = 1 ， V/ G / » 

那么我们就说《是 M 的一个弧长式参数化（或弧长式参数表 

Ww \ 

不） • 

设/>是 M 的任意一点，则/>点邻近适当的局部坐标映射 
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的逆映射就可以看成一个参数表示.因而必 定存在 参数化 
«: /— m ， 使得 peacn . 如果换用新的参数 

5 = 5 0 + [ ||^ (0 ||d^ , 


那么 /?(^) = o [( t ( s )) 

就定义了一个弧长式参数表示.这后一事实可验证如下: 


/?' ⑴ 



〆 （ o/ik (/)|， 


|/?’ 00 |= 1 . 


引理 1,2设 a : J — A / 和/?: 是 M 的两个弧长式参 

数化. 如果使得 

= P (, o )， a， (^Q) ~ 〆 (〜）， 

那么就有 ct { tx = p ( t ), 

于是，在实数区间尺 =/u/ 上可以定义 


y (t ) = 


W )， 


v(e 厂 

v 广 g 人 


这样定义的 7 : K ^ M 也是 M 的弧长式参数表示，并且 

y ( K ) 


证明 因为〃和#都是局部微分同胚，所 以在& 点邻近局 
部可定义/(0 = /? _1 。 aG) •经过 局部参数变换，我们得到 

- a(t) 9 == c^Ct). 

因为 If (/⑴） I = ||a'(f) I = 1， 

所以 尸⑴ =±1. 


注意到 f ( t 0 )= t Q r /'(~) = 1，可以断定在~邻近有 

/，⑴=1， f (0 = U 

因为在~邻近/⑴二^ 1 。实际上是恒同映射，所以在 
/fV 的含有 i。 的某一段子区间上有 


〆 ，） =⑴， ^(O = ^ it). 
考察这样一个集合 
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E = U67 门 J|a(0 = 队 O , ^ (O = 0(0}. 

从上面的讨论可知,£是/(1*7中的一个开集.还容易看出，五 
是 ic \ j 中的闭集.因为 ir \ j 是连通集，所以必有 £=/n 人于 
是在尺=^1)«7上可定义 

f a (,)， 1， 

yet ) = < 

\^( t ) ， t ^： J . 

我们完成了引理的证明. □ 

引理 1. 3设《 : M 和# : J -^ M 都是弧长式参数化. 

如果《<7)门沒0/)#0，那么存在沉的弧长式参数化 y : K — 
M， 使得 

7(/0 = 

证明 设 />6 a(/) A /?(«/)，并设 a { t Q )— P { t l ) = p . 我们定 
义(表示式中的“士”号待稍后选定） 

PiO =沒 (士（《一 ? 0 ) 

这样得到一个弧长式参数化歹： 7~^M， 满足条件 

pO ) = pen . 

适当选择歹表示式中的“士”号，可使 

■ 

^(^ q ) — tf (^ 0 ) » { t 0 ). 

于是，根据引理 1. 2,存在弧长式参数化 y •• 尺― M, 使得 

HK) - «(/) u 汊 (7) = «(/)UAU). □ 

引理 I. 4 设从是 连通的1维微分流形，则存在弧长式参 
数表示 J-Af, 使得 

«(/) = M , 

证明 首先，任意取定一个弧长式参数表示& : J。—M. 
不妨设 

⑽* 7 。，/ ? o ( °) = Po * "；> ⑻=彡 0 . 
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考察所有的满足下面条件 （1. 1) 的弧长式参数表示: 

(1. 1) 0^： J 9 /?(0) = p 0 * /?’（0)==多 0 . 

设五是 M 的这样一个子集合，它由所有满足下面条件 （1. 2) 的 
点/ 组成： 

j 存在满足条件 （1.1) 的弧长式参数 
‘ 1 表示 — m ， 使得/ 

容易证明 五是 M 中的一个既开且闭的集合.于是，依据 M 的 
连通性，可以确定 

设式 ： ，-MG = l ，2) 是两个满足条件 （1.1) 的弧长式参 
数表示，则必有（根据引理 1.2): 

因此，在所有的满足条件 （1.1) 的弧长式参数表示的定义区间 
的并集^上，可以统一地定义一个弧长式参数表示《 : M , 

使得 


ail) = £ = M. □ 

引理 1.5 设《: 是一个弧长式参数 表示; 并设存在 

V t # I ， 使得 

a ( 〜 ） = a(^) = p, 

则必有 a '< it 0 ) = a ' h ). 

证明 因为是 1 维向量空间，所以 

a 1 (t 0 ) =士 a 1 (^). 

我们指出不可能有 y a 0 )=-^ ( q ). 否则，由于 

a (〜） = a (《 i )， = — a ’（《 i )， 

对和 = — ( f — y + q ) 这两个弧长式参数表示有 

a G 0 ) =抑。）， a ' U 。） = p f (^). 

于是，根据引理 1.2 就有 

a(,) = 存⑴ = a(— {t — ^ 0 ) + q ) ， [ ， 0 “1 ]， 
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因而 

a r (t) = — oc f ( — (t — , 0 ) q G (^o ，气 ) • 

在这后一式中取就得到矛盾的结果： 



根据以上讨论，我们 确认： 

OC 1 (t 0 ) — a ( (^). C 

引理 1. 6设 a : M 和# : J ^ M 都是弧长式参数表 

示.如果存在非退化区间 

H 匚 lf]J 

使得 a\H = ^\H , 

那么必有 ° = 

I 

证明取〜 eint//. 因为《|// =沒|//，所以 

«(/ 0 )= 夕 (〜）， &(〜）== 々’(〜). 

于是，根据引理 1.2 可得 

a|/ 门《/ = p If \ J . [ 

定理 1.7 任何一个连通的1维微分流形 M 或者微分同 
胚于圆周 S 1 , 或者微分同胚于实数区间（0，1)，[0,1)与[0，1]这 
三者之一. 

由此可知，本质上只有四种不同的1维连通的微分流形， 
其中紧致的只有 两种： 或者微分同胚于圆周 S 1 ， 或者微分同胚 
于闭区间 [0,1]. 

证明根据引理 1. 4,#在 A/ 的弧长式参数化《 : /—Af, 

使得以下分两种情形讨论. 

情形 A. « : I ^ M 是单 映射. 对这一情形，《 : I -^ M 是单 

满映射，并且按照参数化的定义,《还是局部微分同胚.于是， 
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a : /—M 实际上是整体微分同胚.因而 M 微分同胚于（0,1)， 
[0，1)或者[0, 1] 这三者之一. 

情形 B. a : 不是单映射.对这情形，不妨设 0G/ 并 

且存在 ze7,O0, 使得 a ( t ) = a ( 0 ). 我们记 

r = inf {/£/ 1 / > 0, a ( t ) = a(0)}. 

因为《 : /—M 是局部微分同胚，所以显然有 r>0 .这样的 r 显 

然使得 《(r) = a(0) .我们 指出： a|[0，zO 是单映射.否则，存在 
心 ，’iG [0, r) 9 t Q < C . t ^ »使得 <^(^ 0 ) = ctC/j). 根据引理 1. 5 ，还应有 

a， (^ 0 )= a， )♦ 因而对于 f 6 [0 ，r — (~ —〜）） 应该有 a { t ) = 

W + h — ~>).特别地有 

a(0) = a ( t 1 — t 0 ), 0 < ^ — ^ < r. 

这与 r 的最小性质相矛盾. 

据以上讨论并根据引理 1. 5,我们获悉 

(1. 3) a(r) = a(0) , a f (r) = a f (0). 

考察以下这些弧长式参数 表示： 

a k ( t ) = a(t — kr ), t^I + kr , k ^ Z . 

由 （1.3) 可知 

气（（々 + l)r)= a k+1 ((k l)r), 

«i(( 々十 l)r)= a^ +1 ((A + l)r). 

因而可以定义这样一个孤长式参数 表示： 

5(0 = a k ( t ) = a{t — kr ) , t ^[ kv,{k + l)r], A62. 

I 

我们来证明 

5|/ = a ， a(R) — M, 

为此，记 《/= 及， //=[0， r ). 对于弧长式参数表示 

a :/—► Af ， ^ = a : J —► M 9 

显然有 P\H = a\H. 
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于是，根据引理 1.6 可知 
因为/=/?，/门,7=厂所以 

/3 I = a I = (X. 

于是 /?(/)= a ( I ) — M . 

我们证明了 5|/ = a , a { R ) - M . 

对于 |>r，U + l ) r ]， 显然有 

a(t r) = a{t + r — (k 4 - l)r) = a{t — kz ) — a ( t ). 

因而 5 以 r 为周期.由此可知 5([0， r ))= M . 

以下为记号简单起见，不妨将上一段所定义的5仍写为《， 
即假定《 : 是一个弧长式参数化，它满足下列 条件： 

(1) «|[0， r ) 是单映射 ； 

(2) a ([0, r ))= M ； 

(3) a ( t - i ~ T )= a ( t ) , Mt €： R * 

对于 o >=27 r / r ， 考察炉的参数化 

13 : R ~^S\ 

t > (cos ⑽， sin ⑽）. 

容易 看出： 

(1. 4) a (〜） = a ( t 2 ) <=>^(/ 1 ) = P ( t 2 ) 

(因二者都等价于 ％ — f 2 )/ rGZ ). 故存在从 A / 到* S 1 的单满映 
射 y : M — S 1 , 使得7。划以下图表可交换（图 22). 因为 


R 



图22 
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« 和 A 在/?的每一点邻近都是局部微分同胚，所以 y 也在 m 的 
每一点邻近是局部微分同胚 . y : m -^ s 1 既是单满映射，又在每 
一点邻近是局部微分同胚，因而是整体微分同胚. □ 


作为定理 1. 7的推论，我们得到 

定理 1.8 设 M 是紧致的1维微分流形，则由偶数个 
点组成. 

证明 M 的每一个连通分支是一个闭集，因而也是紧致 
的•每 一 个连通分支都微分同 胚于* S 1 或者[0，1].因而 3 M 含有 
偶数个点. □ 


§2 Brouwer 不动点定理 


利用上节得到的关于1维微分流形分类的结果，我们来证 
明重要的 Brouwer 不动点 定理. 首先，回忆一下“收缩核，，的定 
义. 

定义 2. 1设 X 是拓扑空间，4是 X 的子空间.如果存在 
连续映射 

T * X —► A 9 

使得 r { x ) — x , 

那么我们就称 Z 为 X 的收缩核.，并且称 r 为收缩 映射. 

记号约定我们约定分别以 f _1 和 D " 表示及”中的单位 
球面和闭单位球体 ，即： 

S”- 1 = {^6^|||. ： |=1}, D n ^ uer|||x||<i}. 

作为带边的流形，//的边缘是 BD n = S n ~\ 

定理 2. 2 <S n_1 不是 D" 的收缩核.即不存在这样的连续映 
射茗： ZA - \它使得 

gU) = x, vxes" -1 . 

证明用反证法•假定存在连续映射容：使得 
202 



g(x) — Xy V X G 1 • 

将 证明： 必定也存在光滑映射 / : D n ^ S n - x ，使得 

fix ') = x , 

为此，我们首先补充 g 的定义，规定 

( 2 . 1 ) 茗 （ jt ) = jt ， y x^R n \D' 1 . 

这样得到一个连续映射 s : r —/ r 其次，我们选取 
c ra (/r ，及） ， 满足以下这些 条件： 

(1) 0 )(. — x) =<w(o')^0 » G/? n ； 

(2) suppa; C D n i 
% 

(3) n co(u)du = L 

然后定义 


(2. 2) < p Q ( x ) = g ( x ) — x 9 jc ^： R n 

(其中的 g 已经按照 （2. 1) 的规定加以延拓）.显然有 


( p Q { x ) = Q ， ^ x ^ R n \ p n t 

我们构造逼近 (2. 2) 的 映射： 


(2. 3) 0 £ (x) = 

对于 0< e < l /2, 显然有 


M 


R 


n ^(u)<p Q (x + eu)du. 


(2.4) 0 £ (_z) = 0 ， \fxeR n \i 音 D " 卜 

通过变换: y =* r + e « ，可以把 （2. 3) 改写成 

1 * JC — y ) 

£ ^ Jf \ ^ I 

由这式容易看出么： JT - if " 是 C °° 映射.还容易验证 ： 当 e —o 
时，由 （2. 3) 所定义的 0 e Cr ) 在紧致集 K =3 D n 上一致收敛于 

0 o ( x ). 
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再考察这样一个映射 

(2. 5) 朽 Cr) = A(x ) 十 

显 然只： 矿― JT 仍是 C °° 映射. 因为当 e — 0时，只在紧致集 

K = 3 D n 上一致收敛于 g ， 而 g 满足条件 

\\ g ( x ) ||^ 1 » vxd 
所以只要取£>0充分小，可设 

\? e M\\> 1/2 ， >/xeK = 3 D \ 

我们定义 

<p (2x) 

( 2 . 6 ) fix) = |^ (2x) | ， 

这样定义的 / : D ”— ， _1 是 C °° 映射.从 （2. 4) ， （2. 5) 和 （2. 6) 还 
容易看出 

瓜卜斋咱， vN>f 

于是 

/U) = x ， Vx63I> rt = S n ~\ 

综上所述，我们证明了：如果存在连续的收缩映射发： 
D ^ S ^ 1 ，那么也必定存在光滑映射/ : ZT - f 1 ， 使得 
(2. 7) fix) = x, 

设穿是/的一个正则值，考察 Z ) K 的子集 r l ( q ). 根据第 
五章定理5.3(带边情形的正则值原像定理），/ _1 ~)是1)”的1 
维正则 C °° 子流形，并且 

3广、）= r l ( q ) f ]^ D \ 

作为 D " 的闭子集， / dQ ) 是紧致的1维流形.根据本章定理 
1. 8,紧致1维微分流形 / _1 Q ) 的边界应由偁数个点 
组成 • 然而，从 (2. 7) 式可以 看出： 

3/ _1 (g) = f~Hq)^D n = {q}. 
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这样，假定存在连续的收缩映射 g : / r — yd 最终导致了矛盾 
的结果. □ 

定理 2. 3 ( Brouwer 不动点定理）任何连续映射/ : D n ^ 
都必定有不动点.即必定存在使得 

= X Q . 

证明用反证法.假定存在没有不动点的连续映射 

f •• If — If. 

对任意的 e ， 我们以 /(*r) 为起始点，经过 X 点作射线，将该 
射线与 3 D ” 二 V 1 的交点记为 ^( x ). 这样定义的连续映射 

g : 

显然使得 


g(x) = x, V^65 w_1 . 

但这与定理 2. 2的结论 矛盾. （关于映射 g 的连续性，请参看下 
面的附注 .） □ 

附注上面证明中所定义的 〆 x ) 可以表示为 

gM = /(x) + t{x — /(a:)), 

其中的 f =^ U )>0 使得 U (* r )| 2 = l ， 即使得 

(2. 8) a{x)t z + 2b{x)t + c (: c) = 0, 

这里 


aCr) = | 工 —/(x)|| 2 > 0, b(x) = Cr — /(x)) - /(x), 

c(x) = I/(x) || 2 — 1 < 0. 

对于使得 cCr )<0 的方程 (2. 8) 的惟一正 根是： 


(2. 9) 


i ( jt )= 


— b(x) + V (^(x )) 2 — g(x)c(x) 

a ( jo ) 


对于使得 c(x)=\\f(x) I 2 —1 = 0 的 jtGD % 我们有 

b(x)= (jo — /(>))• f(x) 


x • fix) — 


|/( X )|| 2 
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—x • f (jc) — 1 〈 0. 

(这里用到 nx )^ x 的假定. ） 对这情形方程 （2. 8) 也有惟一正 
根 

(2. 10) t(jc) 2b(x)/a{jo) , 

并且这时 （2. 10) 式与 （2. 9) 式是一致的. 

因为由 （2. 9) 式所定义的函数 Kx ) 是连续的，所以 

g{x) — /O) + t{x) (jt — /(:)) 

定义了一个连续映射 g : D u ^ S n ~\ □ 

练习 G 

G . 1•设 £= Z ) M \{0}. 试举例说明 /€ C G (£ ，五) 可以没有不 
动点. 

h 

g . 2 . 设 x 是拓扑空间， / ec °( nn ， gec Q o )”， x ) •试 

证芨。/: x — x 必有不动点. 

G . 3.设/€ c\s\s n ) ，/ cn 古 s ' 试证/必有不动点. 

G .4. 试证以下各命题相互等价： 

(1) 关于 D ” 的 Brouwer 不动点定理； 

(2) 不是可缩空间（即 f _1 的恒同映射不能同伦于常 
值映射）； 

(3) f _1 不是 £> tt 的收缩核. 

G .5 .设 feC °( D \ R n ). 试证： 或者存在 x o eD n 使得 

/(%)=: c Q; 或者存在 和 a > i , 使得 /(^ 0 )= Ay 0 . 

G . 6.设 feC \ D \ D tt ), 0 ^ f ( D n ), 试证存在 x 0 ,^ 0 eBZ) w 
和 A >0， J «<0, 使得 

/Cr 0 ) = Ar 0 , f(y 0 ) = /iy Q . 

G ，7. (Frobenius 定理）设 wXn 非退化方阵 A 的所有元 
素都是非负实数. 求证： A 必有正的本征值. 
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第八章模2映射度与 Borsuk-Ulam 定理 

设 M 和 iV 是光滑流形 , dimM = dimN , f 6 C r ( M ， N ). 对 
于给定的 yGJV ， 人们希望知道方程 

fix) = y 

究竟有多少解？至少希望对解的数目#/ _1 (3；)作一个估计.因 
此有必要考察映射 f 覆盖 y 的“重数”或者“层数”. 

对于(单位圆周）的情形，我们来观察图23所 
示的映射 


/: 5 1 

虽然映射/覆盖 W = f 各点的“层数”不尽相同，但在正则值 
处覆盖层数的奇偶性是一样的，或者说覆盖层数 mod 2是相同 
的.如果赋予 M 和 iV 适当的定向，考察“正向”的覆盖层数和 

“负向”的覆盖层数，那么在正则值处覆盖层数的代数和是相同 
的. 



图23 


以上观察为定义映射度提供了启示 • 我们将从较简单的模 
2理论开始讨论. 
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第五章 § 1 中证明的“唱片引理”是映射度定义的一块基 
石.这里重述该引理，以提请读者注意. 

唱片引理 设 r > l ， M 是紧致 C " 流形， iV 是 C " 流形， 
dimM = dimN ^ m , feC r ( M , N ) aeiV 是 / 的正 则值. 如果 

f~\y) ^ 01 

那么 

(1) / _1 ( W 是 M 中的有限 点集： 

^ 1 

/ ( y ) = {〜，••• ，了是 } ; 

(2) 存在: y 在# 中的开邻域使得厂 kv ) 是 M 中不相 
交开集的 并集： 

厂 kK) … U %， 

其中开集 R 包含 a ， 并且/在 k 上的限制映射 f\u { 是从 k 
到 v 的同胚 g = i ， …，々). 

一 般约定 在本章中，我们设 M 是（不带边的） 紧 致光滑 
流形， iV 是(不带边的）光滑流形, dimil /= dimM 还约定以记号 

fjfyy 

表示: y 是可微映射/的正则值. 


§ 1模2映射度 


先来考察光滑映射/对其正则值: y 的模2覆盖层数. 

定义 1.1 设从是紧致光滑流形是光滑流形, dimM= 
dim^,/eC TO (M,N). 对于/的正则值 y ，我们约定把 

#/ _1 (: y) (mod 2) 

叫做/对: y 的模2覆盖层数或模2映射度，记为 deg 2 (/,jO( 常 
简写成 d 2 (f , y )). 
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附注上面定义中的记号^厂 1 ^)表示集合厂中的 
元素数目，而 #/ _ 1 ( W ( ni 0 d2 ) 表示#/ _ 1 ( 30 除以 2 的最小非 


负剩余 （0 或者 1). 


根据“唱片引理”，这样定义的 4(/^) 关于 y eN 是局部 


常值函数.即对于 j 的某个邻域内的所有的2都有 


d 2 (f,z) = d 2 (f ， y、. 

引理 1. 2 设存在紧致带边流形 X 和光滑映射 F : X — 
W ， 使得 


3X = M, dF ^ F M = 


如果^是 F 和/ =3 F 共同的正则值，那么 



= 0 . 

证明是紧致的1维光滑流形，它的每个连通分支 
或者同胚于 S 1 ， 或者同胚于 [ o ， i ]. 同胚于 S 1 的连通分支不与 

相交； 同胚于[0，1]的每个连通分支与相交于 
两点•又因为厂〜卜广〜川狄,所以#厂〜)是偶数，即 
d 2 (/，： y ) = 0( 参看图 24). □ 
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引理 1.3 设 M 是紧致光滑流形， iV 是光滑流形， dimM= 

出111#，>^#，/ / 6<：" 3 (从，#)(/=1，2)，并且 

/:办: v ， / 2 

如果同伦），那么 

d 2 (f l9 y) = d l {f v y'). 

证明 八连续同伦于/ 2 ，它也就必定光滑同伦于 / 2 , 即存 
在光滑映射 H : 使得 

HU ，•)= //•)’ Vf [ OJ ]， 

mt ，•)= / 2 (*>, W€[l — 占， 1]. 

因为 H 在 （[0, 幻 XAOU ([1 —< M ] XM ) 与 j 横截，根据横截 
扩张定理，存在光滑映射 F : 使得 

(1) F 、 t ， x 、 =H<J ， x 、， We[0,5]U[l —<M] ， xGM ； 

( 2 ) 

于是， F _1 (： yO 是 JXM 的紧致的1维正则子流形，它的每个连 
通分支 同胚于 S 1 或者[0，1]，且只有同胚于[0, 1] 的连通分支 
才与 3 axM )=( oxM ) uaxM ) 相交•因为 

= F ~ 1 ( y ) r \(0 X M ), 

f ； l ( y ) = F -\ y ) n(l x M ), 

所以甘/；" 1 ^)与的奇偶性相同（参看图 25). □ 



OXM 1XM 
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图 25 



引理 1.4 设 Af 和 iV 是光滑流形， /€ C G ( M ， iV )，3/ GiV . 
则存在 Z ^ eCA ^ iV )， 使得 

八 〜 /， 

证明方法一.首先取光滑映射人〜 /. 然后引用横截逼近 
定理确定存在乃 ec °°( M , Ao , 使得 

J \ 〜 f ， fxJf \ y * 

方法二•首先取光滑映射 / o 〜 /. 其次取的连通开邻域 
V ，并在 W 中取/的正则值^然后取同伦于 id 的光滑同胚 
h •• M — Af ，使得 / i ( z )=： y . 记 j \= h 。/。，则有 

八〜 4. 

因为 /。4^,所以 A 。 / o 4 v / iOO , 即 □ 

下面，我们来定义连续映射 /•• 对任意的 ye # 的 

模2“覆盖层数”，即模2映射度. 

定义 1.5 设 A / 是紧致光滑流形, JV 是光滑流形, dimA /= 

出111；^，/€(^0/，#)，：^仏并设/ 1 6€ 100 (似，7\0适合条件 

/!〜/， / j / Ely . 

我们定义 

deg 2 ( / ,y) : = deg^/j t y). 

记号 deg〆 /,)) 也常简写成 d 2 if , y ), 

命题 1.6 关于 de g 2 (/,： y ) 的定义确当无歧义，并且所定 
义的 de g 2 (/，； y ) 关于/的同伦是不变的. 

证明 （1) 设/,€<^°(从，#)(/=1，2)适合条件 

/, 〜 / ， fiJfs^y. 

则有 

八爪 y , f 2 J ^ y ， 八 〜/ 2 ( C G 同 伦）. 
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根据引理1.3,可以断定 d 2 ( f '， y ) = d 2 ( f 2 ， y \ 

(2) 设/〜 g ■，并设/^，^/(^(^^^适合条件 

/】 〜 /，/\ 承 : y; g x — gi 

则有 

f x Jfiy ^ g Y Jfs ^ y ^ 八〜尽 / C 。 同伦). 

于是，根据引理 1. Z , d 2 { f ^ y ^^ d 2 { g v y ), 这就证明了 

d 2 (f^y) — d 2 ig 9 y). |Z 

命题 1.7 设 M 和 A / 是 C°° 流形， dimM=dimW，A/ 紧致， 
N 连通，并设 /eC^CM，#). 则 d e g 2 (/，：y) 不随: ye# 而 改变. 
即对所有的 yew，d e g 2 (/，：y) 取相同的值. 

证明取/^^财,#)，使得 

/】〜/，/! Jf \, y ^ 

按照定义 j ). 根据唱片引理，对 y 的某个邻 
域 V 中所有的 z 都有 

f i Jf^LZ ， d 2 (f l9 z) = d 2 (f l ,y). 

这就证明了 <(/，•）： {0，1} 是局部常值函数.因而以下 

两个集合都是 iV 中的开集 

■^o ~ « 川 <^2( 八，） =0} ， O x = {yEN\d 2 (f y y) = 1}. 
显然有 

^0^! = 0» X 2 0 U — N t 

由于 iV 的连通性，这两个开集之一是空集，另一个就是整个 
iV . 因而 d 2 (/， y ) 对所有的 _ y € W 取相同 的值. □ 

定义 1.8 设 M 是紧致光滑流形， iV 是光滑流形， dimM = 
dimN ， feC °( M ， N ). 如果 deg 2 (/，： y ；) 不随 : W 而改变(例如 

N 是连通光滑流形的情形），那么我们就把 
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deg 2 (/> : = deg 2 (/，30 

叫做映射 / 的模 2 映射度. 

命题 1.9 在定义 1.8 所述的条件下，如果/: Af - iV 不 
是满映射，那么 deg 2 (/)=0. 换言之，如果 deg 2 (/)#0, 那么/ 
必定是满映射. 

证明设/: 不是满映射，则存在我 

们取/ 1 6<^°(从，7^)，/ 1 〜/，并且/ 1 在（： <3 意义下充分接近于 
/，使得 •于 是有 

deg 2 (/) = deg〆 /】 ，: v ) = nf ~\ y ) = 0. [ 

命题 1.10 设 M ， iV 和尸是 C °° 流形, M 和 iV 紧致， JV 和 
P 连通，并且 dim M = dim N = dimP . 

a ) 如果卩 

deg 2 (# 。 史） = deg 2 ( p ) _ deg 2 ( p ). 

(2) 如果 id : A /— M 是恒同映射，那么 

deg 2 ( id ) = 1. 

(3) 如果是同胚映射， 0 是其逆映射 ，那么 

deg 2 (9?) = deg 2 (^) = 1. 

证明论断 （2) 显然成立，因为每个 : 都是 id 的正则 
值，并且原像只有一点•论断 (3) 是 （1) 和 （2) 共同的推论.因此， 
只有论断 （1) 尚须证明. 

我们来证明论断 (1). 不妨设 p 和0都是 C °° 映射. 取之为 

必。炉和0共同的正则值 • 可设必一 1 ⑺={々，…，々}，其中每个 
: W 都是 P 的正则值.又可设 

9 ) = {工(,,1)，…，工(,，,）}，/= 1，…， fi . 

于是 


(# 。 炉) 1 0) 





(/ ) 


爹 
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根据定义 


deg 2 (#)= 1 (z) = /? (mod 2 )， 

deg^(9*^) ~ # p (^) = ^ (mod 2 ) ^ 
deg 2 ( 必。 p)= 拉 （ (<p 。 <p) — l (z)) (mod 2 ) 

=^)a 7 (mod 2 )= 择 deg 2 (<p) (mod 2 ) 

/ =1 

=deg 2 (0) • deg 2 (f). \Z 

利用模 2 映射度，我们给出 Brouwer 不动点定理的另一证明. 
定理 1. ll(Brouwer 不动点定理） 连续映射/ : Z) n — 

必有不动点. 

证明仿照第七章§ 2中的讨论，可将问题归结到证明这 
样的事实：任何连续映射 g : 都不能使 

= id : S n ^-^S n ~ l . 

我们用反证法证明这一事实.假设存在满足上述条件的连续映 
射发，则由命题 1. 10的 （2) 可知 

(1.1) deg^^l^ -1 ) = 1. 

另一方面，因为 

H { t , x ) == ^((1 — t ) x ) 

将震 If 1 同伦于常值映射〆0)，所以 

(1.2) deg 2 (茗 |»S”— ^ = 0. 

我们得到互相矛盾的结果 (1. 1) 和 (1. 2). □ 

说明 1.12 设 Af 是紧致带边的 C°° 流形， JV 是无边的 C°° 
流形， dimM^dimW/ecT^M，#). 如果 j 6 JV\/(3A/) 是 / 

的正则值，那么原像集厂 ky) 是包含在 M\3M 之中的紧致0 

维 流形. “唱片引理”的全部结论适用于这一情形.因而仍可定 
义 
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deg 2 (/ ， y) (mod 2). 

在以下的讨论中将会用到这一说明. 

I 

§2模2环绕数 


一 般约定在本节中，设 A / 是紧致无边流形， dimA /= 
n . 我们约定记 

D = D： +l = {托及" +1 1 | M < e }， 

S E = S n e = {x^ ： R n+l I \\sol= £}. 

但对 》 S 〖，仍同以前 一样采用标准的记号 * S "， 即约定 

S n ••= {x6it w+1 11xI = 1 } . 

定义 2.1 设 M 是紧致的无边 C °° 流形，并且出111从=心/ 
€(： <) (见1?" +1 )，并且设斤矿 +1 \/01/).考察这样一个映射 ： 

6 ^ M — S \ 

(2. 1 ) ' f (x) — z 

I 一 1/ ⑴ - HI ， 

我们定义 

L 

V ^ 2 ( / , z ) ： = deg 2 (^) , 

并称 W 2 (/， z ) 为/对 z 的模2环绕数. 

引理 2.2 设 M 是紧致的无边 （ T 流形，并且 dimM =«，/ 
e < r °( M ， jr + 1 )， 并且设 26 矿 + 1 \/(从).如果存在紧致带边的 

流形； i ： 和映射 F : X - HT 4 ' 1 ， 使得 

狄=於 ， = F \ M = f f z ^ F ( X ), 

那么 W 2 ( f t z ) = 0. 

证明在引理的条件下，如 （2. 1) 那样定义的<?是光滑映 
射，并可扩充为光滑映射 
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0 : x -^ s \ 

] F ( x ) — z 

因为所以（根据引理 1. 2) 

W 2 ( f 9 z ) = deg 2 ( d ) = 0 . D 

引理 2.3 设 /,.eC°(A/,ir +1 )(i = 0，l) 并且 H: /。〜八 

是 C Q 同伦,如果 zeR n + l \ fUlXM ) ，那么 

W 2 ( f 0 , z ) = w ^ f ^ z ). 

证明对/=0,1，我们定义映射 

' A t M ^ S \ 

< /,-(x )— 之 

、 x — i /, u ) - 

然后考察从^到 & 的同伦 

0 ： / X M^S n , 

、 {t ' x) \ H { t \ x ) - z \' 

根据引理 1.3, 应该有 

W^ 2 (/ 0 ,2：) = deg 2 (^ 0 ) = deg 2 (^) = ^(/j , z ). 口 

引理 2. 4 设 M 是； 2 维紧致光滑的无边流形， 

如果连续曲线 


满足条件 


r ： J — R n 



y(j) 匚 /r +1 \/(AO ， 

那么 

w 2 (fj(s)) = w 2 (/ ， y(o)) ， Ms^J, 

因而，对于矿 +1 \/(从)同一连通分支中的 g 环绕数 w 2 (/，^ 取 
同样的值. 
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证明对于给定的/，考察映射 

/? ,、 — /( x ) — /(0) n _ f 一 f(s) 

心⑴ = ||/ u )-/( o)T 6 人、— !/( x ) - /(5>1* 

我们定义 

I X M^S\ 

^ , 、 /Cr) - Ust) 

i ( ’ 一 |/(x) - rTst) I - 
显然 @ 使得^同伦于心因而 

W 2 {fJ(s))^deg 2 6 s 

— deg 2 ^ 0 = W 2 (f 9 7(0)). [I 

引理 2. 5 设 t / 和 F 都是 矿 +1 中含有0点的开集, 
F : 是微分同胚， F (0) = 0 .则只要 e >0 足够小，就必定有 

|* S e ，0) = 1， 

这里 S t = S: = I I 工 I = £}• 

证明记 A = DF (0)， 则 A 是非退化线性映射.可设 

inf {II ^ R n+l , 1^1= 1 } == a ^> 0. 

容易看到 

||^||^^||0： I , vxer +1 \{ o }. 

取 e >0 充分小，使得只要 0<| x ||< e ，就有 || F ( x )— Ar ||< 

< y | k ||. 于是，对于工6*5 £ 和6 [0，1]，应有 

Ax + t(F(x) — Ax) 7 ^ 0 . 

因而可定义 


Ax + i (F(x) — Ax) 
Ax + t(F(x) — Ar)「. 


这样定义的 H •• I XS -5 W 是从映射]到映射的同 
伦： 
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//(0 ，工 ）= 


Ax 

Ax 




Fix ) 

I 厂 CzYl 


因而这两个映射的映射度应相等，即 


參 


W^FIS^Q) - %( 他， 0 ). 

我们来考察（这里采取一目了然但却不那么正式的写法) 

映射 


( 2 , 2 ) 



容易看出， （2. 2) 的逆映射是 


: S n € ^ 


(2.3) 





參 


因此，由 （2. 2) 定义的映射是一个同胚.根据命题 1. 10的（3)， 
可以断定该映射的模2映射度等于 1. 由此得知 


W 2 {F 足， 0 ) = W 2 (A \ ， 0 ) = 1 . □ 


定理 2.6 设 X 是紧致带边光滑流形，出111叉=〃 + 1,尸6 

(^(^，及^ 1 ).如果之 G 矿 +1 \ F ( WO 是 F 的正则值，那么 

W 2 OF 9 z) — deg 2 (F,z). 

证明为书写简便，不妨设 z =0( 于是 JK = 0 是 F 的正贝 ij 
值). 根据“唱片引理”，存在0点的开邻域7,使得 F _1 ( V ) 是不 
相交的开集之并 ♦_ 


厂州二叩… U "*， 

并且使得 fIr : f /,— v 是光滑同胚 g = i ， …，々).不妨设 

尸 _1 (0) = {力 

其中七…，; O •我们约定用记号“&”表示“光滑同胚 
于”.根据引理 2. 4,可取围绕\的足够小的闭邻域 D f CZU , , Z ) ( . 
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〜 D : +1 , 其边缘 C 产使得 

( 2 . 4 ) W z {F\C t ,0) = 1 ? 

考察带边流形 

Y = x \(( JintD f ). 

t 1 

y 的边缘为 

k 

(2.5) 37 - 3XU U dD r 

i= 1 

因为，00(=矿 +1 \{0}，所以（根据引理 2.2) 

(2.6) W 2 (F\diY,0) = 0. 

在下面的讨论中，所进行的相加或连加运算都是模2意义下的 

加法运算.这种加法 规定： 

0+0 = 1 + 1 = 0， 

0+1 = 1+ 0=1, 

根据 （2. 5) ，我们可以将 （2. 6) 写成 

k 

W 2 ( F \^ X , 0 ) + = 0. 

1 = 1 

据此，并引用 （2. 4)，就得到 

I 

^ 2 ( F | ax ,0)= iX 2 ( F l c ,， 0 ) 

/=1 

= k (mod 2) 

= # F ^ 1 (0)( mod 2) 

=deg 2 (F ，0 ). □ 

附注 上面的定理使我们可以依据 F 沿边界对; r 的 
环绕情形计算 F 在 X 中对 z 的模2覆盖层数.可以想见，这定 
理将是很有用的.通过考察映射沿边界的性态，了解映射在区 
域内部的情况，这样的做法在数学的各分支中屡见不鲜. 
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§3 Borsuk-Ulam 定理 


定义 3. 1 (1) 集合 DCI 矿被称为对称子集，倘若 

也就是 

xD ^ — x ^： D * 

(2) 设 D 是#中的对称子集，五是#中的对称子集.映射 
/ : D ^ E 被称为奇映射，倘若 

/( —工） =-/ Cr )， 

著名的 Borsuk - Ulam 定理断定：如果/ : S n -*^ S n 是连续的奇 
映射，那么 

deg 2 (/) = 1. 

换句话说，任何连续奇映射/ : 5 w -5 n 的覆盖层数都必定是奇 

数. 

为了证明这一定理，先作一些准备. 

引理 3. 2对于任何奇映射 / ec G ( sw )， 存在奇映射 

/€ C °°(5%5 W ) ，使得 /〜 /• 

证明首先取逼近/: f 十5”匚矿 +1 的光滑映射/。： S n -* 
矿 +1 ，使得 

|/ 0 (x) - /(x) I< e < 1/2 ， V^e5 n . 

于是也有 

、 |/ 0 (— x) — /( — x) |< £, V«rG5 n . 

然后取 

^、 / 0 (文） 一 / 0 (— :) 

八⑷= -2- . 

则乃： S ”— iT +1 是光滑的奇映射，并且 

lAU) - /( 工 ）|< e, \/xes\ 
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如果记 


/⑴ 





r " 、 f\jo) + K/](X) — /(x)) 

H(Ux) = ||/ ⑴ + K /:( X ) — H |， 


(t,x) X S'% 


那么 / : 5 n —5 rt 是光滑的奇映射，并且 // : IXS n — S n 将/同 

伦于 /. □ 

关于0维流形的若干说明 我们将从0维情形出发，采用 
归纳法证明 Borsuk - Ulam 定理.为此，先要对0维流形作若干 

说明和约定. 

按照定义，0维流形由一些离散的点组成（即为赋有离散拓 

扑的点集).设 M 是0维流形或是任意维的光滑流形， JV 是0 

维流形.对此情形，任何映射 

/： M-*N 

都被认为是任意次连续可微的（即光滑的），任何一个都 
被认为是/的正则值.因而，对于 M 是紧致0维流形， iV 是0 
维流形这样的情形，仍然可以定义 

deg 2 (/，^ y ) = Uf~ l ( y ) (mod 2). 

若 N 是连通的 0 维流形，则由单个点组成.对此当然 
可以定义 

deg 2 ( f ) — deg〆 /，））. 

但这情形似乎过于平凡.下面的 (1) 和 (2) 将稍作推广. 

(1) 考察0维球面 

5° ： = {— 1,1}. 

如果/: 是单映射，那么 

#/ _1 ( — 1 ) = #/ - 1 ( 1 ) — 1 . 

对此情形，我们定义 
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deg 2 (/) = 1. 

如果 / : S °-5° 不是单映射，那么/ _1 (一1)与 /— \1)二者之 
一是二元集合，另一是空集合，因而 

a 

#/ _1 (— 1) = #/ _1 (1) = 0 (mod 2). 

对此情形，我们定义 

deg 2 (/) = 0. 

(2) 还可以对 (1) 中的约定作进一步的扩充.考察这 样的情 
形： M 和 iV 都是0维流形，其中 Af 由偶数个点组成，而 
N = {^ y _ 丨由两个点组成.对于任意的映射/ : Af — iV ， 显然 

有 

/' 1 (3^_) U / _1 ( y + ) = M , 

因而 

#/ _1 ( ： y_) + #/ _1 (3 , + ) = 0 (mod 2). 

对此情形，我们定义 

deg 2 (/) = #/ -1 (^_) = #/ _1 (>| + ) (mod 2). 

(3) 对 (2) 中所述的情形定义了模2映射度之后，可以进一 
步讨论相应的模2环绕数.设 ilf 是由偶数个点组成的0维流 
形.考察连续映射/ : M ^ R \{ z ). 我们构造这样一个映射 

O ' M — S \ 


X — Z 

^ - r , 

X — z\ 

并定义 

W 2 if ,z) = deg 2 ( 夕 ) • 

(4) 在下面的讨论中，将要涉及到的重要典型情 形是: 

M=S°= {~1 A) (D\R l ) J=dF. 如果 

F 水0， FCS 0 )(= 及 1 \{0}， 
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那么 


deg 2 (F ,0) = W 2 (/ ， 0). 

(5) 作了上面一些必要的约定之后，可以 断定： 上节的引 
理 2. 2,引理 2. 5和定理 2. 6对于 n = 0 的情形仍然成立（请读 
者自行验证). 

引理 3.3 对于 《€ iVU {0}， 以下的两个论断 （ BU )„ 和 
( BU )^ 相互等价. 

( bu > m 对任何奇映射 / ec °° csw ) 有 

deg 2 (/) = 1. 

( BU )： 对任何奇映射有 

W 2 {g,0) = 1 . 

证明 先证 CBU )：/’ •对于任意给定的光滑奇 
映射矿 +1 MO }， 我们记 

I 

f (jc) - 

则/ : S n ~^ S n 仍是光滑的奇映射.假定 ( BU )„ 成立,就得到 

W 2 igyO) — deg 2 (/) — 1. 

再来证明 “( BU )〗^^ ( BU )/. 任意光滑的奇映射/ : f 
^5" 可以看成从 Y 到扩 +1 \{0>的光滑奇 映射： 

/： 5 w -^5 n C ^ n +1 \{0}. 

假定 ( BU ): 成立，就得到 

deg 2 (/) = W 2 (/ ， 0) = 1. □ 

定理 3. 4( Borsuk - Ulam ) 如果/ : S n ^ S n 是连续奇映射， 

那么 

deg 2 (/) = 1. 

证明 根据引理 3. 2,只须对光滑的奇映射/: V 证 
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明定理的结论.根据引理 3. 3,只须证明等价的两个论断 ( BU )„ 
和 ( BU )^ 之一成立.我们将用归纳法完成这一证明. 

首先考察炉 — 1，1}.容易看到，任何奇映射/。： 5°-5° 

都是同胚，因而 deg 2 (/ ^ = 1•这证明了 ( BU )。 和 ( BU )。' 成立， 

现在假设 ( BU ): 成立，往证 ( BU )„ +1 成立.考察任意的光滑 

奇映射/ : 5” +1 4义 +1 .我们把 * S W 看作的“赤道”，于是 

S ^ S ^ 1 . 因为 £=/ CS w ) U /( C (/)) 是中的零测集，所以 
必定存在 

«e^ + 1 \(£U(-£)). 

我们记/> + =<2，/»_ =—么则/) + 和/>_都不在 / CS W ) 上，并且/> + 
和户_都是/的正 则值. 设 il 是 IT + 2 中垂直平分 线段^ 7的 
«+1 维子空间，? T : 及” +2 4灯是从 r + 2 到 / r 的垂直投影.因为 

及"+ 2 的正交变换显然是 C °° 同胚，所以不妨设 Z 7 就是子空间 
iT +1 XO 〜考察 

g = n 。 f •• *S" +1 — 及 "+\ 

显然# 仍是光滑的奇映射，并且 

gcs n ) 匚 ir + i \{ o }. 

球面* s ” +1 是以“赤道” 为公共边界的两个半球面(带边流形） 

^ ++1 和 yjH 的并集.利用/的奇映射性质并引用归纳假设，我 

们可以按照下面的办法算出/的模2映射度（所涉及的相加运 
算都是模2加 法）： 

deg 2 (/)= deg 2 (/，/>+) 

=^ 2 (/|5^ +1 jp + ) + deg 2 (/|* Sl +1 ，/>+) 

= deg 2 (/|5 w h +1 ,/> + ) + deg 2 (/|5 w + +1 ,/>^) 

- deg 2 (^|5 M + +1 ,0) = W 2 ^g\S%0) = 1. □ 
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练习 H 


H. 1. 设 /eC G Cr，y) 适合条件 /(—x)=/Cr)，V : reS”， 


试证 


deg 2 (/) = O. 


h .2. 设 / ec G cr，y), 试证： 

(1) (Hirsch) 如果 deg 2 (/) = l， 那么存在 x 0 €iS”， 使得 

/( — X 0 ) = — /(^ 0 ) } 


(2) (Borsuk) 如果 deg 2 (/) = 0, 那么存在: r G 6iS n ， 使得 

/( — x 0 ) = f(x 0 ). 

I 

H. 3. 设 F€C°ar， 及”)适合条件 


3D”. 试诬 F 必有不动点. 

H.4. 设 /ecWd") 适合条件 deg 2 (/) = ()• 试证存在 

工。，：) 7 。^*^"，使得 /(^ 0 ^~^0，/( < >。） == — 3 V 

H.5. 设；*>々>1.则不存在从 *5” 到#的连续奇映射. 

H. 6. 设/€ C Q (*S n ， JT) 是奇映射，则存在 eS” ，使得 

/Cr 0 ) = 0. 

H. 7. 设 /€ (S” ， r ) ， 试证存在 ％ € S n ，使得 /( 一 *r 。 ） = 

/Cr 0 >. 

H. 8. (维数的不变性)设 w>« .则 /T 与及”不可能同胚. 

H. 9. (Lusternik-Schnirelmann) 设 《 + 1 个闭集尸 。，… ，/^ 

覆盖了 *S”, 则至少有其中的某个闭集包含有一双对径点. 

H. 10. 设 /edcs'y) 适合条件 /( —工）关 /(x)，v x€ 


* s n . 试证/是满映射. 

H.11. “区域不变性定理 ”：设 >0是矿中的开集，/€ 

(：°03，矿)是局部单一映射，则/是一个开映射. 

借助于 Bomik - Ulam 定理，循以下线索可以作出“区域不 
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变性定理”的一个证明. 

(1) 设是 /T 中以 0 为 中心， e 为半径的闭球体 ，发 G 

chz ^/ n 是单一映射， 〆 o )= o . 约定记 

Ga,x) = ~ g [- , H[0 ， 1] X D. 

11 ^ / \ i 卞 Z / 

则有 


G([o,i] x ao) 匚 /r\{o}. 

(2) 假设条件与记号如 （1) 中所述，并约定记 g〆•）= 
G(l, •) ，则有 

W 2 {g ^ DiO ) = 1^(4，3_D，0) = 1. 

因为 0$^OD) ，可设 0 与尽(奶)的距离 

dist(0»^(BD)) = tq > 0. 

于是，对于任何一个 y ^ D ； 都必定有 

W ^ g ^ D ^ y ) = W 2 (g ^ D ^ O ) = 1. 

据此 证明： g ( D ) Z ) D ；. 

(3) “区域不变性定理”.设 D 是 IT 中的开集， /ec°03, 

m 是局部单一映射.如果七6仏/(4)=：^,那么存在：^的开 
邻域 C7CZO , 使得 / OZ) 包含％的一个开邻域 V. 

H. 12,设 / eC G (/TjO 是局部单一映射，适合条件 

lim 1 /( jt ) I = oo. 

IW 卜 

试证 /(/r)=/r. 
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第九章定向映射度与 Hopf 定理 


§ 1可定向流形 


定义 1.1 

果 


设1/是 H m 中的开集， / eC r a 7,/ T )( r > l ) •如 

det(D/(x)) > 0, VxGf/ » 


那么我们就称/为保持定向的映射. 

定义 1.2 (1) 设 M 是 (T 流形 

的图汇.如果对于任何使得 i 7 a n % 关0的 a 和/?(€△)，局 
部坐标变换 

抓屬)一/爲)匚 /T 

都是保持定向的 CT 映射，那么我们就称 {0/ A ，朽) } A€ Ji M 的 

定向 C " 图汇 . M 的两个定向 C 图汇被称为是定向相容的，倘 
若这两个图汇合并在一起仍组成一个定向 C " 图汇. 

(2) 具有定向 CT 图汇的流形 M 被称为可定向 CT 流形.选 
定一个定向 C " 图汇就给定 M —个定向.彼此定向相容的 C ■图 
汇决定相同的定向. 

(3) 设 M 是一个定向 C f 流形， i 是决定 AT 定向的 (T 图汇， 
07，0是 M 的任意一个 CT 图卡•如果 {( U ，的 } 仍是 M 的定 
向 C 图汇，那么我们就把07,0叫做 Af 的一个正向 CT 图卡. 

(4) 设/是决定 M 定向的一个 (T 图汇.如果将^中所 
有图卡的第一个坐标（或最后一个坐标)统统改变符号，那么仍 
能得到一个定向 C 图汇. 这样得到的图汇所决定的定向被称 
为是原定向的相反定向. 
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带边流形的定向以及该定向在边缘流形上的诱导定向，对 
以下的讨论将起非常重要的作用.这里需要对带边流形的定向 
作较详细的说明.首先，回顾约定的 记号： 

及:= ( (從0 ，“1 ， …， 况^ 及1+” ^ 0 } » 

R 1 ^ n *• = { ( m 0 ，從 1 ，…， w w ) e 及 1+ ” u ^ 0}. 

定义 1. 3 设 X 是满足第二可数公理的 Hausdorff 拓扑空 
间. 

(1) 以下情形 (a) 或 (b) 所叙述的0/，0都被称为是X的图 
卡： 

(a) t/ 是X中的开集，炉：卩4< + ”是从（7到<+"中开集 
的同胚.这样的0/，矽被称做X的“<+”型”图卡. 

(b) 是X中的开集，史： t /一犮， 是从 C7 到犮匕”中开集 
的同胚.这样的07,妁被称做X的 “I? 1 ， ”型”图卡. 

(2) 设 r > l . X 的两个图卡07,妗和 (V，0) 被称为是 C" 相 

容的(定向 C"* 相容的），倘若有以下两种情形之一 成立： 

(a) 或者 = 

(b) 或者?7门7古0，并且坐标变换 

<p 。 9一、 fOJV [ V )^ ip ( XJr { V ) 

和 

T 

炉。 0— 1 : <p(Uf]V) ~^ip(Uf]V) 

都是 C* 映射(保持定向的 (T 映射). 

(3) X的一族图卡/={07，妗}被称为是尤的（^图汇 
(定向 CT 图汇），倘若 

(a) ^中各图卡的定义域覆盖了 X; 

(b) ^中任意两个图卡都是 C" 相容的(定向 C" 相容的). 

(4) 设^和潘是 X的两个 (T 图汇(定向 <T 图汇）.若 Y 
U 潘仍是X的 CT 图汇(定向 （T 图汇），则称 Y 和潘是 ( T * 相 
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容的(定向■相容的）. 

(5) X 连同一个给定的图汇^被称为一个 f 流形.设 

X 是 C " 流形,^是给定其 C " 结构的图汇，如果存在与 
义中各图卡 ( T 相容的图卡07,0，使得 fCr ) eOX / T , 那么我 
们就称 sc 为X 的边缘点 . X 的全体边缘点的集合记为 aX . 

(6) X 连同一个给定的定向 C " 图汇/被称为一个定向 

C r 流形陚予 X 确定的定向.彼此定向相容的图汇给出 
相同的定向. 

(7) 设； c 是一个定向 （ T 流形，^是确定; C 定向的 ( T 图 
汇，07，0是 X 的任意一个图卡.如果0/，0与^中所有的图 
卡定向 ( T 相容，那么我们就称07,0为 X 的正向 C " 图卡，并称 
史为 X 的正向局部坐标. 

附记只要不涉及定向，“及 1 ^" ”型图卡与 “ i ? L +" ”型图卡几 
乎没有差别.引进两种类型的图卡表面看来似乎没有必要.但 
是，对于涉及定向的讨论，引进两种类型的图卡就有其必要性. 
即使对于/=[0，1]这样简单的1维带边流形，仅仅用型 
图卡也无法賦予它定向.涉及同伦的讨论,将涉及 / XM 的乘 
积定向，当然也就要涉及/=[0，1]的定向.因此有必要引进两 
种类型的图卡，深入思考定向问题. 

命題 1.4 1维微分流形可定向. 

证明不妨设所给的1维微分流形是连通的.根据第七章 

的引理 1. 4,存在覆盖这流形的参数 表示. 参数增加的方向就决 
定了流形的一个定向. □ 

命题 1. S 设 X 是1+«维定向带边微分流形(《>1).则 

X 的正向型”局部坐标系（正向 “及， 型 ，，局 部坐标系）在 

边缘 ax 的连通分支上诱导出确定的“内向型”定向（“外 向型” 
定向). 

证明设声 e ax •对于 X 在 A 点邻近的任意两个正向 
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“< +?1 型”局部坐标 系（：，^ ，•••，/) 和 


(LI) 


9(^° 〆，… ，d 

3(1^ ，…，“ n ) 


> 0, 


…， t / 1 ) ，必有 


因为在边缘点处 

v° — 0 


> 0 




3^° 


>0, 


(0 ，“ 1 ，… ， u n ) = 0 




3 l 7 


0 




du J 


0, j 




1， 


• • • 


n 


并且 （ i . i ) 式可以写成 


3t；° 

9w° 

0 

■▲里▲各丄 _ __ 


如 1 

如 1 

1 

* 

3m 1 

• 

• 

» 

• 

/V 

• 

3i； n 

w 

• 


Bw 1 

9i/ rt 


> 0, 


所以在各边缘点处必有 


Wt ; 1 ， …，耵”) 

⑽ 1 ，_••，《”) . 

于是， x 的正向 “ j ^ + b 型”局部坐标系 的后； I 个坐标陚予 ax 的 
连通分支确定的定向•我们称这定向为“内向型”诱导定向. 

I 

再考察 x 在边缘点处的正向“ #_+”型”局部坐标系.这种正 
向局部坐标系的后”个坐标也賦予的连通分支确定的定 
向.这样的定向被称为“外向型”诱导定向. □ 

命通 1.6 设 r > l , 并设 


(1) X 是1+；2维定向带边 ( T 流形； 

( 2 ) y 是; 2 维定向无边 (T 流形； 

(3) /^〔(^，:^只幻是尸与^尸共同的正则值’即 
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户 ’ A )， 

(4) 2 = 是 X 中的紧致集， 

则存在 Y 在: y 点邻近的正向局部坐标图卡（ V ，#)和覆盖了 Z 
的有限个 X 的正向局部坐标图卡{07，^}，其中 9= W ， 
…， 〆 ），使得 


(a) 9 &(jy) = 0; 

( b ) 中 ° F ° 9? _1 ( m 0 ，“ 1 ， …， 《") = ( w 1 ，…， 《”）； 

( c ) 是 Z 的一个定向 C r 图汇； 

( d ) zn ^ x 由偶数个点 组成; 恰好在其中半数个点处，由 
( 〆 ，…，^ ) 给出的 3 X 的局部坐标系属“内向型”诱导 定向； 而 
在另外半数个点处，由（ 〆 ， …， ^)给出的的局部坐标系属 
于“外向型”诱导定向.（在 Z 的每个同胚于[0, 1] 的连通分支的 
两端，由 （ 〆 ， …， 〆 ) 给出的的局部坐标系属于不同类型的 
诱导定向 .） 


证明 （ a ) 首先，选取7在：^点邻近的正向局部坐标图卡 
( V #)，要求满足条件 #： y ) = 0. 


( b ) 然后，我们选取有限个 X 的正向局部坐标图卡.，使得 
相应的局部坐标域覆盖紧致集 Z = F ~ l ( y ) ，并且使得 P 的局部 
表示成为淹没的典范形式(从 / fXJT 到 IT 的投影）. 

( c ) 考察流形； T 在点 ^ez 邻近的任意两个满足 ( b ) 中要 
求的正向局部坐标系 （ W ^ M 1 ， …，《")和，…， M ”). 因为 



所以 
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3w° 


> 0 . 


可见，所选各坐标系的/坐标给出 z 的一个定向 C " 图汇. 

( d ) Z 是紧致的1维微分流形.它的每个连通分支微分同 
胚于[0，1] 或者* S 1 . 因而 3 Z = Zf ]^ X 由偶数个点组成.考察其 
中一个确定的[0，1]型连通分支.我们可以选取[0，1]作为 
该分支的参数.如果在参数£ = 0处，依照 ( C ) 所述选取的 Z 的局 


A u ° 

部坐标的正向与参数 Z 的增加方向一致，即|>0,那么沿整条 


参数曲线都有同样的情形.不妨设在 


du 


0处有1>0(相反的 


情形可类似地讨论).则在参数曲线的“0”端点，由（ 〆 ，•••， 〆 ) 
给出的的局部坐标系属于“内向型”诱导 定向； 而在参数曲 
线的“1”端点，由（另一图卡的 ）(9 \…，给出的 3 X 的局部坐 
标系属于“外向型”诱导定向. □ 

注记 1.7 命题 1.6 将在下一节的讨论中起关键作用.常 

遇到这样的情形： X 本身是紧致的.对这样的情形，条件 （4) 自 
然而然地成立. 


对以后的应用而言，以下两事项特别值得我们留意（符号 
与假设条件同命题 1.6). 

(1) 在点/邻近，对于所选的坐标系炉=(/, 〆 ， 
…， 〆 ） ，若记 


9^ =(炉\…， 〆 ）|3 X ， 

f — 3 F = F 3 X , / =必。/ ° (却) -1 ， 

则有 7(“ 1 ， … ， M rt )= ( m 1 ,… , w n ). 因此，在 /> 点计算/的 Jacobi 
行列式得到 J (/) = l . 

(2) 以后的讨论中，的正向当然具体给定.在的 
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各点处，虽然 P 是 X 的正向局部坐标，由所确定的正向未必 
与的给定正向一致.可以确认的事实 是：在 zn ^ x 的各点 

处，由所确定的正向是正向的“补定向”.因而，在 Z 的 
每一个[0，1]型连通分支的两端，由所确定的正向分别属于 
“内向型”诱导定向和“外向型”诱导定向. 

注意到这些关键事实，在以后的讨论中，无论 3 X 的正向怎 
样指定，我们都能参照具体情况，作出正确的判断. 

§2定向映射度与定向环绕数 


记号约定我们用记号 sgn 表示这样一个实 函数： 

1» 若 x > 0， 
sgnx = < 0 ， 若 x = 0 ， 

、一1，若工 0. 

设 Af 和 AT 是定向微分流形， dim Af=dim / 

是从/>点邻近到 g 点邻近的局部微分同胚 4 和0分别是 Af 在 
P 点邻近的和 N 在 q 点邻近的正向局部坐标系，则 

sgndet ( D (0 。/。 

不因正向局部坐标系 f 与0的不同选取而改变，因而可以无歧 
义地定义 


Sgn /^ ^ : = sgndet ( D (0 。/。 

定义 2. 1设 M 和 N 是定向光滑流形， dim M=dim iV\Af 
紧致， /€ C °°( Af ， AO . 对于/的正则值: y , 我们把 

(2.1) 2如八，， 

P^r'iy) 

叫做/对： y 的(定向）映射度，并把 (2.1) 记为 deg (/^). 

附注 根据“唱片引理”，对于^的某个开邻域中所有的 z 

都有 
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deg(/，：）= deg(/ ，： y). 


因而 deg(/，3；) 关于 W 是局部常值函数. 


关于定向映射度性质的讨论，与模 2 映射度的相应讨论有 


很多相似之处.但在这里，本章的命题 1. 6将起关键作用. 

— 般约定 在下面的讨论中，我们设 M 是定向的紧致光 
滑流形， N 是定向的光滑流形，并且 dimA/==dimW. 

引理 2.2 设 X是定向的紧致光滑带边流形，3义=赝的 
各连通分支赋有统一的诱导定向（或都是“内向型”的，或都是 


“夕卜向型”的），/^^： 00 ^；^)，/:^:/^^如果： y 是 F 与 3 F 
共同的正则值，那么 

deg (/，^ y ) = 0. 

证明 可参照第八章引理 1.2 证明中的讨论并引用本章 
命题 1. 6和注记 1. 7作出本引理的证明（参看图 26). □ 



引理 2.3 设 M 是定向的紧致光滑流形， iV 是定向光滑流 
形 ’dim M=dim N N » f i SC°° (M»AT) (z* = 0,1) ，并且 

f o ^ f \ 

如果同伦），那么 
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deg (/ q ， : y) = deg(f x 



证明/。必定光滑同伦于 A •根据横截扩张定理，存在光 
滑映射尸： /XM—N ， 使得 

(1) FG tjr)=/-(jr) f VxGAf , t = 0,1; 


(2) Fjf \, y . 

设 ，/ 0 = [0,2/3)，,/ 2 — ( 1 /3»1 ] , =t, = 1 .则 

{0/。必），（心，力）丨是 /= [ 0 ，1]的定向图汇，它赋予/确定 
的定向.设^是给於定向的 cr ° 图汇，我们记 

您 ={(</,. X U y6 i X <p) (JJ » ^ » i = 0 ♦ 1 }. 

则逆赋予 JXM 确定的定向（乘积定向）.逆中的图卡在 OXM 
上诱导出“内向型”定向，在 1 XM 上诱导出“外向型”定向.对 
于/ = 0，1，由乂 (/0 = ( z » 定义的映射乂： M - WXM 是保持定 

向的 C°° 同胚. 若记 f.-.fIo- X M) (£= 0 ， 1 ) ， 则有 
(2. 2) / ; = F. ° j ., i = 0,1. 

考察的这样一个连通 分支： 该连通分支微分同胚 
于[0，1]并且两个端点（0，声）和 （1 w ) 分属于 0 XM 和 1 XM . 利 

用本章的命题 1. 6 ,考察在（0,户) 点和' 在 （ l ， g ) 点的“符 
号”，容易 看到： 

(2.3) Sgn(F 0 )*, (心二 SgnCP 入 ， (1 . g ). 

注意到乂 G = 0，1) 是保持定向的 c °° 同胚，由 （2. 2) 和 (2. 3) 又可 
得到 

(2. 4) Sgn (/ 0 ) # ^ = SgnOV * 

对的所有同胚于[0，1]并且两端分属于 0 XM 和 1 XM 
的连通分支，将 (2. 4) 这样的等式求和就得到 

de g (/ o ，： y ) = degf / pj ). 

在上面的计算中，我们利用了这样的 事实： 如果 F ~\ y ) 的某个 
同胚于[0，1]的连通分支两端同属于 0 XAf (或者同属于 1 XA /)， 那 
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么这两个端点对 degC/。，}) 和 degC/yj) 的贡献都是 0. □ 

说明 2.4 设 A/ 是定向的紧致带边光滑流形， W 是定向的 
无边光滑流形， dimM^dimiV，/ : M — N 是光滑映射.如果^ 
6 N\f (■是 f 的正则值，那么原像集 /h (_y ) 是包含在 

中的紧致0维流形.“唱片引理”的全部结论适用于这一 
情形，因而仍可定义 

deg(/,>*) — 2 S g n /* 

/>6/ 1 (^) 

在以后的某些讨论中，我们将会利用这一说明. 

定义 2.5 设 M 和 W 是定向的光滑流形（不带边）， M 紧 
致， dhnAf=dim ， y 6 N . 并设 / x G C°° (Af,N) 

满足这样的条件 


办: y , 

我们定义 

deg(f ,y) : = degC/j ,3；). 

命题 2.6 定义2.5确当无歧义，并且所定义的£1%(/00关 
于/是词伦不变的. 


命題 2. 7 设 M 和 W 是定向的光滑流形， A / 紧致, JV 连 

通，出 111 对=(^ 1117 ^，/ 6 € 1 °(似，以).则 deg (/，_ y ) 不随:而改 

变•即对所有的: yeiV，d e g(/，：y) 取相同的值 • 

定义 2.8 设 M 是定向的紧致光滑流形, iV 是定向的光滑 
流形， dim Af = dim ，/€ C° (Af , AO. 如果 deg (/ ， ）) 不随 j e JV 

而改变(例如 JV 是连通流形的情形），那么我们就把 

deg(f) : — deg(/ ，： y) 

叫做/的映射度. 

命题 2_ 9 在定义 2. S 所述的条件下，如果 deg (/)/0, 那 
么/: M—W 必定是满 映射. 

命题 2,10 设 A/,W 和尸是定向的光滑流形， A/ 和 iV 紧 
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致， iV 和尸 连通，并且 dimM ^ dimTVsdimP . 

(1) 如果沪 

deg(0 。的 = deg(0) • deg(f). 

(2) 如果 id : M — M 是恒同映射，那么 

deg (id) = 1. 

(3) 如果 M — TV 是同胚映射,0是其逆映射，那么 

deg (^) — deg (^) =±1. 

定义 2. 11在命题 2. 10的 （3) 中，如果 deg (0-= l ， 那么我 

们就称 P 为保持定向的同胚.否则，我们就称 P 为反转定向的同 

胚. 

定向情形环绕数的定义可仿照模2情形写出，以下只作提 
要式的陈述. 

定义 2. 12设 M 是定向的紧致无边光滑流形， dimA /=«， 
/ ec °( M , r +1 > ，并且设 rer + V ( M ). 则可定义连续映射 

M ~^ S \ 

^ , /( j :) — Z 

映射/对点 Z 的环绕数定义为 

(/ tz ) : = deg (沒) . 

我们约定： V 賦有“外法线”诱导定向. 

引理 2. 13设 X 是定向的紧致光滑带边流形 ， dimX = 
w +1. 并设 3 X = M 的各连通分支賦有统 一 的诱导定向（或都是 
“内向型”的，或都是“外向型”的）.如果 

FeC°(X,r +1 ), / = 3F = F|M, 

那么对任何 2 eir +1 \ F (; o 都有 wi /, z ^ o . 

引理 2. 14设 M 是定向的紧致光滑无边流形, dimA /= n ， 
/ oAeckMW — 1 ) •如果存在 c ° 同伦: /。〜八，那么对于 

任何之 e / r + i \//(/ xM ) 都有『(/ 〆 ）=『(/ 〆 ）. 
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引理 2. is 设 a : ir +1 — r + l 是非退化线性映射，则有 

W/ r (A|6^ ， 0) = sgn(deti4) , 


这里 


s p = s; = ueR 


+i 


X 




户}， 


并且\赋有“外向型”诱导 定向. 
证明设/?关0,对于初等方阵 


B 




擎 




0 


1 


1 


0 


* 


■ 




(/)， 


我们将其主对角线上第/行的 P 换成 


(1 


5)/? + 


/?r 


这样得到含参数 s 的方阵 B ( sh 对于另一类型的初等方阵 


_ 


擊 


C 


♦ 


1 


m mm 


7 


_ 


_ 


_ 


* 


1 


_ 






0) 


0) 


我们将其第〗行第 j 列的 y 换成 a —5) y ， 这样得到含参数^的 
方阵 c ⑴. 


将引理中所述的非退化线性变换 A 视为 (n + l)X(« + l) 
方阵_非退化方阵 Z 可以经过初等变换化成恒同方阵，因而 A 
可以表示成初等方阵的 乘积： 
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A = 

对每个初等方阵忠视其类型分别按上面所述的办 
法引入含参数的方阵 A / d ， 然后记 

AC .?) — 4 C 0^4 2 ⑴…八 (•?)• 

对每个[0,1]，显然都有 detA(s)^0. 我们还注 意到： 4(0) 
，而 4(1) 是一个对角形方阵，其主对角线上的数都是+ 1 

或者 一 1，并且 detA ( 1 ) — sgn detA * 

再来考察非退化的含参数方阵 

" — cos ns — sin tzs " 

( 2 . 5 ) . • 

- sin ns — cos 7 K - 

让 s 从 0 变到 1 ，该参数方阵经历以下变化 


•— 1 

0 " 


■1 (T 





- 0 

- 1 - 


■0 1 - 


回到我们上面的 讨论. 对于 deM >0 的情形,可以通过（2. 5) 类 
型的参数过程，将乂（1)变化成单位方阵.对于 detA <0 的情 
形，可以通过 (2. 5) 类型的参数过程，将 4(1) 变成这样一个对 
角形方阵.其主对角线上仅有单个 一1， 其余的都是 + 1. 为引述 
方便，称这样的对角形方阵为“拟单位方阵”. 

综上所述，存在同伦//将3变化成单位方阵或拟单位方 

阵那样的变换（视 detA 的符号而 定）； 并且在同伦过程中的每 

一时刻 G 对应于该对刻的 •) 都是非退化的线性变换，因 
而 

hu x 5 ； )er +1 \{o}. 

根据引理 2. 14,我们得到 结论： 

|5* ， 0> = sgn(deM). □ 

注记在引理 2. 15的讨论中，实际上已经证明了 GL { R k ) 
恰有两个连通分支，分别含有以下两个标准 A 阶方阵 之一： 
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一 _ 1 - 

1 


1 

1 


1 

• 

# 

■ 

> 

1 

,_ 丄 -^d 

! 

_ 

_ 1 一 


引理 2.16 设 t ； 和 V 是 ir +1 中的开集， F : f 7— V 是保持 
定向的微分同胚（反转定向的微分同胚）， oet /， oev ， F ( o ) = 
0. 则对足够小的正数 e , 必有 

W | 足，0)= 1， 

( W /( F |5 e ,0) = - 1), 

这里 

S £ = S n £ — (x6/? n+1 1 \\^t— £ }» 

并且 s = w ) e ” +1 賦有“外向型”诱导定向. 

证明记 Z = DF (0)， 则 A 是非退化线性映射.因而 

inf { 1 A^| |$Gi? n+1 » |^||= 1 } = <r > 0, 

于是 


\Ax\\^a\\x\, Vx6^ +1 \{0}. 

取足够小的 e >0, 使得只要 0<|； r |< e ， 就有 

|F(x) — Ax\< ff\\jc\\ ； 
因而，对于: r €* S e 和 f €[0， l ] 就有 

Ax 4 - t(F(x) — Ax) ^ 0. 


于是，对:和？ 6 [0，1] 可定义 


H (t 9 jo) 


Ar + t (F (jc) 




Ax ) 


x + t(F(x) 



Ax )' 




我们看到，以下两个映射的映射度应该相等 




Ax 


Ax 


与 


F{x) 
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因而 

W ( F \ S £ ,0)^ W ( A \ S c ,0) 

= sgn ( detA ). □ 

定理 2. 17 设 X 是定向的紧致光滑带边流形 ， dimX = 
行+ 1，3叉赋有“外向型”诱导定向，，€<^(义,矿 +1 )，狀= 

F \^ X . 于是，对2€矿 +1 \八3尤)必有 

W (^ F 9 z ) = deg(F 

证明因为矿 +1 \/(狄)是开集，故2所属 f — V (狄)的 
连通分支 G 也是开集.对限制于开集 厂 1 ( G ) CX \ dX 的/引 
用 Sard 定理 可知： 存在/的正则值 X /6 G . 对此情形 , / _1 (tOC 

“唱片引理”的结论仍然成立.不妨设 ^-0. 于是存 
在0点的开邻域 F ， 使得 

厂100 = %叫 2 0讽， 

这里％ ，…， ％是不相交的开集，并且 

F \ U . tU^V 

F ~ l (0) = {/ V …，九}， 

Pi 6 U { , i — 1 , k . 

约定用记号“〜”表示“光滑同胚于 ”• 取围绕九点的足够小的闭 
邻域 

D. dU, , D ^ D n E +i , 

其边缘 C { - 3 D . =« S n £ , 

这里的 e >0 足够小，于是根据引理 2. 16 可知： 

_ •« 

W |C. , 0) = SgnF # ^ , / = 1 ， …上 


是 c °° 同胚.设 


其中 
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考察带边流形 



这流形的边缘 



陚有关于 y 为 “ 外向型 ” 的诱导定向•因为 

所以，根据引理 2. 13 应该有 

WCF\^Y,0) = 0 , 

也就是 

it 

W(F|3X,0) 4- ^W(F\{- 叫）， 0) = 0. 

这里 一 az>, 表示 C. = 3 A 賦有关于 A 为 “ 内向型 ” 的定向.于是 

I 

k 

W(F\^X f 0) = - ^W(F\(- 3D.)»0) 


= 2^(F|3Z),,0) 

f ’= 1 

= 2 w | c ,.， o ) 

= 2 SgnF # p 

i~\ i 


= deg(F ， 0). 

这样，我们证明了 

W {"dF f z) = deg(F,z). 匚 

上面定理的结论可推广于 c° 映射情形： 

定理 2. 18 设 X 是定向的紧致光滑带边流形， dimX = 
+ . 设狄赋有 “ 外向型 ” 诱导定向，则对于 
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之€及” +1 \厂 (扮 O, 必有 

W (BF 9 z ) = deg(F , z ). 

证明设 z 到 F(WO 的距离 

distU,F(3X)) ^2d> 0. 

根据带边流形的映射光滑化定理，存在 fee 00 ( X ， 矿 + 1 )， 使得 

I?(: r) — FCr)|d v^ex. 

约定记 

H ( t 9 x ) = FM + t ( P ( x ) - FCr)), 

则 H 满足以下这些 条件； 

(1) H ( OtJc ) = F ( x ) , , 

mi ， i)=Pu) ， v^eXf 

(2) ||//a,x)-F(x)i<^, vtei f sc ex. 

由 （2) 可知 

hu x ax>ci^ rt41 \{z}. 

因而 W ^ F ^^ W ^ P ^ z ) 

=deg(F,z) = deg(F^). 口 

§3 Hopf 定理 

•• 

Hopf 指出： 映射度完全决定了球面映射的同伦类.他证明 

、 + 

了这样一个定理：如果两个连续映射/。，广： 5 n -5" 具有相同 
的映射度，即 deg(/ Q )=deg(/ 1 ), 那么这两个映射 同伦: 

fo 〜 fv 

在本节中，我们将证明推广的 Hopf 定理： 设 M 是紧致、连 
通、可定向的 n 维光滑流形, /,eC ft (M，*T)(/=0，l). 如果 
degC/^sdeg%) ，那么映射/。与映射乃 同伦. 

为了证明这个推广的 Hopf 定理，我们从更特殊的情形开 
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始，首先去 证明： 如果 / GdCSW ) 并且 deg (/) = 0, 那么/同 

伦于常值映射. 

引理 3.1 设 X是拓扑空间.如果连续映射/,尽： 

满足条件 


||/(x) — g ( x)\\<C 2, )/ x ^ X 9 

那么/与 g 同伦. 

证明因为 / Cr) 与 gCr) 不是对径点，联结这两点的线段 
不经过原点，所以可定义 


H ( t 9 x ) 


(1 




Of ( jo ) -h tg { x ) 


(1 




O/Cr) + tgix ) 


VU，x)e[0,l] X X 


显然 // 使 / 同伦于& 


引理 3.2 设尺是的紧致子集，•并设 V是以 
—a 为“极点”的这样一个“极圈”式 邻域： 

y : = \\jc — (— a) ||< 1 }. 

则存在光滑同胚 A : *s”， 满足 条件： 

(1) h(a)=a ^ h(—a) = — a; 


(2) k(K)(ZV ； 

(3) A 〜 id; 

(4) A 一 1 〜 id. 


证明设 iT 是垂直平分 d 与一 a 联线的超平面.从 fl 点出 
发向超平面/I作球极投影^，则 fi (- a ) = 0 . 因为 pUOR 是 

的紧致子集，并且〆是超平面 n 上以0为中心的开 
圆盘(即开球体），所以存在 Ae (0，1]，使得 kRd ?. 我们定义 


h { x ) = 


^ 9 


若 X 古 fl ， 


廿 一 

若 x = a ; 


+ d —以) 〆 尤））， 若工古 a ， 

l a ， 若: r = a， 

则显然 a : s” 是光滑同胚，并且容易验证 
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(1) h ( a )~ a 9 h ( — a )== —a ； 


(2) h ( K ) CZV ； 

(3) H : 

结论 (4) 是结论 (3) 的直接推论.如果记 

Ga,x) = H(1 - t’k—'j ：))， 

那么就有 

G(0 ， x)= H(1 ， /» _1 (x)) = h~ l (x ), 


G ( l , x )= H (0， h —\ x ))= h ( h ~\ x )) = 

由此得知 

(4) G : A _1 ~ id . □ 


记号约定在下面引理 3. 3 和引理 3. 4的讨论中，认为圆 
周 S 1 上已指定了正方向.约定以[/ >4] 表示义上沿正方向从 p 
点到9点的一段闭弧，并约定以(/»,0表示相应的一段开弧. 

引理 3. 3设 O , 是圆周 S 1 上沿指定正方向从/>点到穿 
点的一段闭弧.如果 ^ ecVs 1 d 1 ) 满足条件 

I 

( 1 ) <p(p)^=(p(q)—ai 


( 2 ) <p(\ipfql)^S l f 

那么同伦于这样一个连续 映射化 

fa ， Vi€Qp ， g ]， 

0⑴=彳 , 

证明取：€义\ 〆 !：/^]),并设 

h : S \{ z)^R 

是以 2 为极点的1维球极映射.对于我们定义 

— t)hCq>(x)) + thM) ； 

而对于 K 八:^义\(/^),则定义 


H(t 9 x) = <pix). 

显然 H •• IXS l ^ S l 是连续映射，并且 H 使％同伦于， 
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引理 3.4 如果 / GC ^ CS ' S 1 ) 的映射度等于0,那么/同 
伦于常值映射. 

证明（必要时以同伦于/的光滑 映射八 代替 /) 不妨设 
fec ^ is 1 a 1 ). 设 Aes 1 是/的一个正则值.因为 

deg (/， 办）= 0， 

所以/ _1 00含有偶数个点(设为2 々个） ，其中&个为“正型”点 
(/* 在这些点处的“符号”是正的），另外々个为“负型”点 （/* 
在这些点处的“符号”是负的）.必有相邻的异型点.不妨设 /V 

9 。€/ _1 (6)，/> <) 是正型点，％是负型点，并且（/ V %)中不含有 
厂 1 (6) 的点. 

根据“唱片引理”知，存在包含6点的开弧（6_, 6+) ，使得 

f ~ l Ub _ ，\))是 2 A 段两两不相交的开弧的并集，/限制在每 

—段开弧上是到的 C °° 同胚.我们设（声_，/>+)和 
(9_， g + > 分别是 含為和知 的上述开弧.因为/在/>。点邻近是 

顺向局部 ( T 同胚，在％点邻近是逆向局部 C °° 同胚，所以(参看 

图 27) 

/([/> 0 ，夕 + )) =/((9—，9 0 ]) = !>，々+)• 
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图 27 



取 (办_，6)，并设/ (/>— ，声。）和 (<?0，9+ ) 使得 

/(/0=/(9)=“，则有 

(&_， a ) n /([/^]) = 0. 


根据引理 3. 3，/同伦于这样一个映射 


f l M 





， V 工€[/>，分]， 

/(x )， "i x^s l \(p,q). 



(a^ + )n/! ([/ > ， g]) = 0- 

取紇，匕 =△+. 则 ( t ，心）是含办的 开弧. 原像集 

V +)) 是26_2段两两不相交的开弧的并集，/；限制在每一段开 


弧上是到 W_，V + ) 的同胚.于是可继续施行类似于上面所 


述的操作.总共经过々次操作之后，可使 



• • • 


〜/,， 


其中的八不取6值.根据引理 3. 1,可以断定厶同伦于常值映射 
cix ) = - b . 综上所述,我们证 明了： /同伦于常值映射 □ 

我们将对任意维的球面*5”，证明类似于引理 3.4 的结论. 
为此，先作一些准备. 

引理 3. 5设 Y 是拓扑空间 ,5 w -3 D n+1 ig eC \ S n , F ). 为 
使客同 伦于常值映射，必须而且只须： g 可扩充为连续映射 
G : D B+1 —y. 

证明 先证必要性.设 

Hec°a x s%y), 

使得 

//(0，工）=茗0)， ^ x ^： S n 9 

H(l t x ) = 


取托 




，我们定义 
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H ( 




G(x) = ^ 


F l ~ || j :|| ， 

l 



V 设 [o，l — 占]， 

V ^6 [l -孑， 1]; 

对于 

对于 IMI< & 


显然 Gec \ D n +1 ，: n 符合这样的要求: 


G|3Z) W+1 = g, 

下面证明所述条件的充分性.如果 

G6C°(Z) n+1 ,y) 


使得 

G \^ D tt+l = g , 

我们定义 

- G((l - Ox), V(i,x)e/ X dD n+1 , 


那么 H 就使 g 同伦于常值 映射： 

CU) = G(0), Vx6^ w+i . 


引理 3. 6 以下三条陈述相互 等价： 

(HO )^ 若 / GCWj ”) 的映射度等于0,则/同伦于常 
值映射； 

( ho ): 若发 ec G cs"，jr 十 1 \{<m 对0点的环绕数等于0, 
Mg 同伦于常值映射. 

( HO );: 若 发€0：°05\及01\ {0}) 对 0 点的环绕数等于 0, 
则及可以扩充为连续映射 g : z) 7,+1 -r +1 \{o}. 

证明将按以下程序 进行： 


(HO) 


( 1 ) 八 

XHOV 


( 2 ) _ 
=5^ (HO )：： 


( 3 ) … 

( HO )」 


(1) 设连续映射发： S”—r +1 V0} 使得 W(g，0)=0, 则连 


续映射 
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/u) = rf^r 

使得 deg(/) = 0 .根据 (HO)„,/ 同伦于常值映射 c. 因为反 (x) 
与 /Cr) 的联线不通过 原点： 

(1 — t)g(x) + ， /( 工 )6 犮 ’ ,+1 \ W ， V^G*S n , 

所 以发与 / 同伦 • 于是 g 〜 f 〜 C. 

(2) 设连续映射 g : J?” +1 \{0} 对0点的环绕数等于 0. 
则根据 (HO)'„,g 同伦于常值映射.于是，根据引理 3. 5,襄可以 
扩充为连续映射 

G： — iT +1 \{0}. 

(3) 考察映射度为0的连续映射/ : S n -*S n dR n+1 \{0}. 
将/视为从 Y 到矿 +1 \{0}的映射，则有 

W^(/,0) = deg(/) = 0. 

根据 (HO):, 存在连续映射 F : iT +1 十 R” +1 \{0}, 使得 
/. 对于我们定义 


H ( j ：， x ) = 


/((I - Ox ) 

if((i -o^>r 


显然 HeC G (Jxy，*S n )， 并且 H 将 / 同伦于常值 映射: 


H (0 f x ) = f ( x ), V ^ rG * S n , 

I 

H(1 ^ ) = 1^(0) |p v: 以' □ 

约定设 x 和 y 是光滑流形， 

vey . 

如果存在光滑同胚炉： x - y ， 使得，那么就称 ( x ， f ) 光 
滑同胚于 ( y ，？). 

引理 3. 7设4光滑同胚于 Z)” +1 ， 设⑴ ,6) 光滑同胚于 
(jf B+1 ,o),/ec°°(^^) jenvxsA) 是 / 的正则值，并且 

deg(/ ， 6) = 0. 
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假如 （ HO ): 成立，则存在使得 

FldA = /|8A 


这就是说，在所述的条件下，可以在 △的内 部修改/，使得避开 


值厶. 

证明不妨设厶就是就是(及 ” + 1 ,o) .光滑映 
射/: r > rt+1 — 矿 +1 对点 b = o 的映射度等于0,因而 

W (3/ ， 0) = 0* 

根据 ( HO ):， 存在尸€(： 0 0>” +1 ，矿 +1 \{0}),使得 

= /|8 A □ 

定理 3. 8 ( Hopf 定理的特殊情形）如果/€ C Q ( S K ， S ”） 的 
映射度等于0,那么/同伦于常值映射. 

证明 （对” 归纳）根据引理3.4,论断 ( HO 、 成立.假设 
( HO )„ 成立（因而 （ HO & 和 （ HO ) 【'也 成立），我们来证明 

( HO )„ +1 也成立 ，即： 如果/€(： <) (5” +] ，5” +1 )的映射度等宁0, 

那么/同伦于常值映射•设: f +1 — Y + 1 是同伦于 id 的光 

滑同胚.若将/代之以/?。/。《，则既不改变它所属的同伦类, 
也不改变映 射度： 


P o f 0 ct 〜 f ， deg (/? ° f ° a ) = deg (/). 

我们在下面的讨论中，将充分利用这一事实. 

不妨设/ : Y + 1 是光滑映射.我们选取/和一/共 

同的正则值 a . 于是, a 和6= 都是/的正则值.适当选择同 

伦于 id 的光滑同胚 a ， # : V + 1 —• S ”+ 1 ， 并且以 

° f ° a 

代替/，可以 认为： 


( 1 ) f~ l (a)c ： u^{xes n+1 

I 

厂 1 (6)[y=uef +1 


x — a ||< l }, 
x—b\\<l }； 


(2) /(歹）(=1^(根据引理3.2). 
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我们记.贝 ( M 光滑同胚于 D n+ \ 024) 光滑同胚于 

( r +1 ， o )， 且 

deg (/ j ^,6) = 0. 

根据引理 3. 7, 存在,使得 

F 3 A = f 3^* 

于是，可以定义这样一个(不取6值的） 映射： 


\ f ( x ) 9 viev , 

畧 (X)= < 丄， 

1/ ⑴， ya ： es n+1 \v. 

显然发 ec G ( l r +1 , y +1 ). 因为 

I/U) - gU)\\<2 9 s n+l 9 

所以（根据引理 3.1)/ 同伦于 g ■: 

f 〜 g. 

又因为 M ^ cs w +1 ) ，所以 g 同伦于常值映射 c ( x > E — 匕综上所 
述，我们已经证 明了： /同伦于常值映射. □ 

推论 3. 9 设4光滑同胚于 D ” +1 ，（ D ，6) 光滑同胚于 
(扩 +1 ，0)，/€(^(4山).设托13\/(么^)是/的正则值,并且 

deg (_/"， 厶）=0， 

则存在 Fec ° u ， n >)， 使得 

F 1 3^ — f 3^. 

换言之，可以在 d 内部修改/，使之避开值 6. 

证明定理 3. 8已经得到证明 • 原来引理 3. 7所要求的条 
件 ( HO )；： 肯定成立•因而本推论成立. □ 

定理 3.10( Hopf 定理，一般情形）设 M 是一个定向的紧 
致连通光滑流形， dimM =« •如果/。，//(^(斛,，）的映射度 
相等： 


deg(/ 0 ) = deg C/ x ) , 
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那么 /。 同伦于 / r 

证明不妨设/。和乃是光滑映射.记 X =[0，1] XM ， 则 
x 为带边流形.我们约定赋予 3 X =(0 XM ) U (1 XM ) “外向 
型” 定向. 


取满足这样的条件 


7⑴ 


，圯 [0，1/9] U [8/9，1]， 
0，圯[2/9,7/9]. 


然后定义一个从 x 到的映射 

’ V (J)f »x)6[0,l/3] X M, 

E(t,x) =^0 ， a,x)e[l/3,2/3] X M, 

、▽(，)/!( 工），“， i )€[2/3， l ] X 脱 


显然 £ : 是光滑映射♦记 K = 尺。 U & ，其中 

K 0 = [0,1/9] X M ， K x = [8/9,1] X M. 


因为 £(/ OC = y 匚矿 +1 \{0}，所以 Ejf ^ K 0 . 根据横截扩张定理， 
存在光滑映射 


使得 


F ! X — R n+l ， 


Fjfs . 0, F\K = E \ K . 

适当选择同伦于 id 的光滑同胚《 : X— X(要求 a(x)=x, V 
e/o ，并以 F 。《代替 F， 可以认为 F 满足这样的 条件： 

F _3 (0)Cint^, 

这里厶 C：(l/3,2/ 3 )XM 并且 d 光滑同胚于£>" +1 .容易看到: 

degCF 卜,0)= deg(F,0) = IT(F|8X,0) 

= degC/j) — deg (/ 0 ) = 0. 

根据推论 3. 9,存在连续映射 G : A-*R n+l \{0} ，使得 

G\dA = F\^A. 
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我们记 


h{t »x)= 




G (/ X M)\Aj 




h{t^x) 


显然 // ec ° axA /，* s ") 是从/。到人的同伦. 


练 习I 

1. 1.设 />u) 是一个复系数多项式，则/>决定了一个从复 

数球面 &=^S 2 到 C ^ S 2 的映射.试计算这映射 /) 的映射度. 

I. 2. 映射 a : S n — S n 定义为： ff(jr) = — jc , Vj 65 m . 试计 

算《的映射度. 

I. 3. 设 / edCS'S")， 则有 

( 1 ) 如果 deg (/)# l ， 那么存在 了。€^，使得/( 1 。）= —： 1 ： 0 | 

(2) 如果 deg (/) 关 （一 l) n+1 ， 那么存在:^€5”，使得 /(X。) 

=工 0 * 

I. 4. 设/，笔€0 () (*5 2 ”，5 2 ”），考察这样三个映射 ： /，发和 
容。 /. 试证其中某个映射必具有不动点. 

I. 5. 设则或者/具有不动点，或者存在 

文0， y。 6 S 2w ，使得/(了。 ） = 乂， /(J。） =工0 • 

I. 6. 设/，尽 ec°csw)， 试 证发。 /同伦于/。容. 

1.7. f 具有处处不为0的切向量场的充分必要条 件是: 
n 为奇数. 

1.8. 设尸 ec 0 (i? 2 ” +1 ，if 2 ” +1 ). 试证存在 xeR 2 n + 1 \{ o)m 
使得 


F (x) — At, 
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第十章局部映射度， Leray 乘积公式与 

Jordan-Brouwer 分离定理 


§1映射度定义的局部化 


在许多问题里，常常需要 了解： 有多少工€/2能使得 / Gr ) 
= y ? (这里是流形上的一个开集 .） 至少希望能估计 

的下界.为此目的，我们来考察局部映射度4坪(/，/2,30(常常 
简单地 记为以 /， D ，： y )). 

基本约定 1.1 在本节中，设 M 和是定向的光滑流形 

(不带 边）， dimM = dimAT = w ; 并设是 M 的开子集，其闭包 Q 
是紧致的.我们还约定记 


9/2 = n\a. 

定义 1 , 2 对于 / ec °(5， Aonc °° ⑴， iso 和: vgjv ， 如果 

f{zn^aN\ { y }, fjfv n y, 

那么 / _1 oona = / _1 oon 乃 

是 n 中的有限点集，因而可定义 

deg{fM,y) = 2 Sgnf*， fi . 

peon/~ l (y) 

引理 i . 3 在基本约定 1. 1的假定条件下，如果 f.e 

c 0 ( 万， Aonc^u^AOG^oa)* : yGW 适合条件 

⑴/冰心 /,(an) cin\ i = o ， i; 

(2) 存在连续同伦 H :/。 〜，使得 
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H(I X C iV \ W ， 

那么 deg (/ 0 ^ f y ) = deg (/ l 9 f 2 9 y ). 

证明先将 iV 光滑地嵌人到#之中（约定把#中的范数 
记为 II • I ，距离函数记为 d ). 设厂是 iV 在卢中的管状邻域, 
y : r - iv 是相应的管状收缩映射.通过适当的技术处理，不妨 
设同伦映射 H 适合以下这些 条件： 

( h-v Hec °( Rxn 9 m } 

'/ 0 ( • )， W €( _ °°， l /3]， 

( h -2) mt ，* )=^ r r , 

\fi ( • ) » \^€[ 2 / 3 ，+ 00 ) ; 

(H-3) H(JRX3fi) 匚 JV\ { y }, 

根据 Tietze 扩充定理，不妨设连续映射 // : 已 

扩充为 HeC °( RXM , R k ). 

因为/ /(/ XM ) 匚 JV \ {/, 所以 

mix = 0. 

取€>0,使得 

m 

a 

{geR k \d(q 9 HU x n)) < e}er ； 

并取 $ e (0， e /2), 使得 

d ( H(I x M ), 7 ~\ y )) > 2^. 

作 H 的光滑逼近 GedlfXM ，!^)， 使得 

|| G (’， x ) — H{t , x ) ||<C V (,，尤） e 及 .X < T 2. 

选取 7 ec °° af ， j ?)， 适合条件 

'7(0 = 1， W 6[2/9,7/9]， 

10 <7(0 <1， V « e ( l /9,2/9)11(7/9,8/9), 

7(0 = 0, \/teR\ (1/9,8/9), 

并记 4= U 6#| 然后定义这样一个映射： 

企 (f ， x ， A) = "y(jf(t 、（ G(t ， x 、 H~ A) + (1 — 10')H(t ， jo)) 


% 
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( ze / f ，, a ^ a ). 

对 7“)>0 和 7(0 = 0 的情形分别进行验证，可知 


(伞|及 X D X A ) Jf \, y . 

根据含参数的横截性定理(第5章定理 5. 6)，存在使得 


(< p\r xnx { A 0 })^ t > 


我们记 


FQ ^ jr ) 






则 Fec\Rxn ,ao nc °°(/? xD , A 0 满足这样一些条件 


(F-l) Fit〆 ） 


/◦(•)， W < l /9, 

V / • )， V ^8/9； 


( F -2) FdRXB (2)( ZN \ { y }； 


( F -3) ( F\R X mjfs ， y . 

依照 M 的定向陚予其开子集 n <= M 定向，然后赋予 ixn 
以乘积定向.于是 / X /3 的定向在 0 XD 和 1 X « Q 上分别诱导出 
“内向型”定向和“外向型”定向.对于纟= 0，1，我们定义映射 

j ^ s (2 —► / X D ， 

P ^ (/_，/>)• 

易见乂是保持定向的光滑同胚.对于 F ,.== f | GXD ) ,显然有 

(1_ 1) /； = 0 7,» i — 0,1. 

集合尸一 ky ) 门 axn )= F — kj ) 门 （ JxS ) 是 jxd 的紧致的1 

维正则子 流形. 对于和 Y ^ N 引用第九章的命题 1. 6 
和注记1.7,可以 断定： 

(1) 如果的某个连通分支的两个端 
点（0，/0和 ( i ， g > 分属于“两岸 ” oxn 和1 X 0,那么 

Sgn(F 0 ) * ， (0 ，夕〉 = SgnCFj) # ， ( 以)， 

据此并利用 （1.1) 可得 
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(1. 2) Sgn(/ 0 ) # = SgnC / j ) # q ； 

( 2 ) 如果的某个连通分支的两个端 
点是 G，r) 和 (k) (属于“同一岸”/X仏斤{0，1})，那么 

Sgn (') * ，(“ r ) + S g n (') *，（, V ) = 0 ， 

因而 

(1.3) Sgn(/,)*， r + Sgn (/ t .) *，，()• 

对于 U 门 （f X fi ) 求 Sgn (/,) # 之和，利用上 

面得到的 （1. 2) 式和 (1. 3) 式就得到 
(1. 4) deg (/ 0 ，/3,3 O = deg(/j 

这样，我们完成了引理的证明. □ 


引理 1.4 设 / eC Q (； S , JV ) 适合条件 

/( afi ) OV \ { y }. 


则存在 / C ec 0 (5， iv ) 门和//6<：。(/父万，^0，使得 

k I 

⑴ ,0 AflJ; 

(2) mo , • )=/。（ • )， H ( l ，• )=/(•); 

(3) H (/ XM ) aV \ { y }. 

证明将 W 光滑地嵌入# (约定把#中的范数记为 
II • II ，距离函数记为 dist ( • ， •） •设 r 是#在#中的管状邻 
域，并设 


r i r-^N 

是相应的管状投影（管状收缩映 射). 则存在 e >0, 使得 

~€#| 以分， /( ； 5)) <e} 匚尸 . 

因为 / OH ) dN \ b } ， 所以 / Ofi ) PI 厂 1 (： y ) = 0, 因而存在占 
€(0, e /2)， 使得 

(1.5) dist (/(3/ i )， 厂 l (30) > 2 A 

根据 Tietze 定理，不妨设连续映射 
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/ : n -^ NCZR k 

已扩充为 / ec °( M ， 〆 ). 选择/的光滑逼近 gec °°( A /，#)， 使得 

a) gJfs>y~ l (y)^ 


(2) ||^ u )-/( x )|<^, \/ xen . 

然后定义这样一个 映射： 

G ( f ， x ) : = fix ) + (1 — t )( g ( x ) — fix )). 

根据 (1.5) 和^•所满足的条件 ( ii ), 可以断定 

g^n)f\y-\y) = 0 ， GU X = 0. 

我们定义 f 0 = y ° g，H = 7 » G . 

容易 验证： 八和 H 满足引理的全部要求. □ 

定义 1. S 设 / eC G ( S ，7 V ) 适合条件 /( 祕) 〔 iV\ { 3 /} •根 
据引理 1 . 4知，存在 / 0 € C °( 万， iV ) 门<^°(/ 2 ，#)和 He 

C ° UxS ， AO , 使得 

(1) /'o y ♦ 

(2) //(()，•）=/ 〆 •）， H ( l , • )=/(•); 

(3) mi X 撕 [ N \ { y ). 

我们定义 deg(f : = deg (/ 

命题 1 . 6 ( 同伦不变性）定义 1.5 确当无歧义，并且所定 
义的 deg (/， 仏 31 ) 有这样的同伦不 变性： 如果存在（？€ 

C ° CTX 万, AO , 使得 

(1) G ( 0 , • >=/(•)， G ( l ，• ）= 〆 •）， 

(2) G(/XM)CJV\ { ： y }， 

那么 deg (客, X2 ，； y ) = deg (/，《 0 , 3 ；>. 

命题 1. 7( 区域可加性）设 Af 和 JV 是定向的光滑流形， 
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dimM=dimiV = w，/2 是 M 的开子集，其闭包 D 紧致，并设 A 
(A6A ) 是含于 D 的有限个两两不相交的开集.如果 / G 


c °( S ， ao 和满足条件 



(U 


1 1 ^ N \ {汐}， 


那么 


deg(f ,H,y) 


2deg(/ ， l3 A ， 3；). 


xeA 


证明先将 n 光滑地嵌人到 # 之中.约定将卢中的范数 


记为I 


_ 


，距离函数记为 dist( • ， •） .设 r 是 AT 在#中的管 


状邻域，并设 


y ： r 


N 


是相应的管状投影 . 于是，存在£>0,使得 


{q^R k |dist(g,/(f2)) < e}(Z 厂 . 


因为 




n x )) c ： N \ {>} 


所以 



n 


n 





n 厂 w) 




0 . 


可设 36 0, 


，使得 




( L6 ) 


dist 


M 


a 



U ^))^ y ~ 1 ( y »> 2^ 


根据 Tietze 定理，不妨设连续映射 



Q 


NCZR 


已扩充为 /ec°(M ，《*) •取/的光滑逼近，满足 
条件： 


(V gjfs ， y^(y )； 

(2) Iku)-/(x)||<3, 
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然后定义 

■ 

G{tyX) = /(x) + (1 — fix)). 

根据 (1. 6) 和 g 所满足的条件 (2) 可以确定 


y -1 (^)= 0. 

我们记 

/ 0 = H = y 。。 

则 / 。和 H 满足条件： 

(1) / 0 水力 

(2) H(0, - )=/。（ • ),H(1, - )=/(•); 

(3) H(7x(s\(Un,))) c:JV \ 

由 （ 3 ) 可知 

mix BO )[ N \ { y}- t 

H(I X M a )CN\ {^}, VAeA f 

并且显然有 

^n/ 0 _1 o) -U^n/o _1 (^)). 

rrt 

因而 

deg(/,/3,^)= deg (/ 0 ， / 3, 3 ^) 

= 2 Sgn ( f 0 ) * ， fi 

= 2 E Sgn(/ 0 ) # p 

X ^ A peo A c\f^ l (y) ^ 

= > j deg (/。， j ， y ) 
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= ^] deg (/,12^3/), 匚 

记号约定在不 g 于混淆的情形，往往将 degCAOg ) 简 
单地记为 

d(f fO ^ y ). 

涉及这样的记号时，约定将距离函数记为 

dist (*, *). 

推论 1. 8( 切除性质）设 M , AT 和 D 如命题 1. 7中所述，尺 
是含于 d 内的紧致集, / ec°(：S , JV ). 如果 

y^N\ 

那么 d ( f ,{ 2 y y ) = d(f , H \ K , y) t 

证明在命题 i . 7 中取 a = { 1 } 和 n ^ aXK 就得到切除 
性质. □ 

下面的命题是依据映射度判断解的存在性的一个最简单 
的例子. 

命题 1. 9( Kronecker 存在性）设 Af ， W 和 D 如命题 1. 7 
中所述.设 / ec °( S ， JV ) 和 yew 符合条件 

f (. BO ) CZN \ { y }. 

如果 deg (/ , 0 , y ) ^ 0, 

那么 0. 

证明先将 N 光滑地嵌人约定将#中的范数记为 
I • I ，距离函数记为 dist ( • ， •） •设 r 是 N 在#中的管状邻 
域，并设 y : r — N 是相应的管状投影 • 于是，存在 e >0, 使得 

{ge^*|dist(^,/(i3)) < € }cr. 

如果 finr i ( 3 o =0， 那么存在 <(。,音)，使得 

(1- 7 ) dist(/(/3) ，厂 〜））> 2 汶， 
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不妨设连续映射 / : O ^ NCZR * 1 已扩充为 /€C°(Af，#) •取/ 
的光滑逼近犮 ec°°(A/，^)， 使得 

(1) 茗办厂 i(：y); 

(2) |^(x)—/(x) I <a, 

然后定义 

GU,x) : - fix) + (1 - O(gix) - /⑴）. 

于是 

犮 （ S)n 厂 = 0 ， G(/ X S)n 厂 = 0. 

我们记 / 0 = ^ ° gf H — 7 ° G t 

则有 / 0 (5)CJV\ { y } 9 X 5) 匚 b}. 

因而 deg(f f H 9 y ) — deg (/ 0 ,/3,3；) = 0. □ 

§ 2 Leray 乘积公式 

I 

设幻是 if" 中的开集，: S 是紧致的•本节考察 /ec G (5，ir) 
的映 射度. 这部分内容有很广的应用面.为了便于査阅，我们首 
先综述此情形映射度的一般性质，然后证明 Leray 乘积公式. 

首先，设发 EC 0 (万，及”）门<^(17 ，及 rt )， 君 （M)C：i?"\ {y} 并 

且(发对此情形，我们这样定义映 射度： 

degigM^y} — 2 Sgng*，〆 

p€ 

其次，对于一般的 /ec°(5,in 和 y eR n \ /( m )， 存在 ge 
c 0 (万，及”）门 c°° co，jr) 和 //e c 0 (/x 万 ,/r) ，使得 

(1) (客 I 卩)也: y; 
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(2) //(O, • )=/(•) ， H(l，• ) = g( •); 

(3) //(JX3D) 匚 及 "\ {y}. 

我们定义 

deg ( f 9 0 , y ) s = deg (容， >T2，：y) 

(deg( • ，仏^)常常简写为 • ，仏})). 

定理 2. 1 如上所述的映射度具有这样一些基本 性质： 

(七）标准性设 id 是矿中恒同映射的限制，则有 

d(id,0,y) — 1 ； 

( d 2 ) 同伦不变性 如果厂 € C Q (JX 万， /T) 使得 

FU X d{2)C!T\ w ， 

■ 

那么对于 F,( • ) = FU，•）ec° (万， r) 有 

d(F tf D f y) = d(F ot O f y), 

(d 3 ) 区域可加性设 A) 是有限个两两不相交的 n 
的开子集，并设 

y eR n \f[n\ [Ja x ) 9 

' ' k^A f 

则有 d (, f ，/ 2,jy) = ; 

(d 4 ) 平移不变设/€(：°(5，10,3^及”\ /0«)，则有 

d{f — d{f — y,/2 t 0). 

证明(^)是显然的 .( d 2 ) 和((1 3 )就是上节的命题 1. 6和 
命题 1.7 •只有 (d 4 ) 尚须 证明. 

_ ■ 

% 

不妨设连续映射/: S— 矿已扩充为 /eC°(iT，iO •因为 

. • 

: y€iT\/(3D) ，所以存在 a〉0, 使得 

j 

dist(/(Bf2),y) > 2a. 

取 / Q ec°°(ir,jn, 满足 条件： 

⑴ / 0 
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(2) I _ /( 工） O ， Vifi. 

考察映射 

jR n ~*ET 9 

“ y ( j ： »-► / 0 Cr) — 

显然有 

(/ 0 — : y) 爪0，（/。 — ^)~ 1 (0)= 厂 1 (y). 

因而 deg(/,/3,^)= deg (/ 0 ,/2,^) 

=deg(/。一 y f O , 0 ) 

=deg(/— 3/，《0,0). □ 

注记 2.2 我们可以证明，性质（七）〜^,)完全决定了 


C G (5，/0 情形的映射度. 

定理 2.3 如上所述的映射度还具有以下这些 性质： 

(d 5 ) 切除性质设 K 是含于口中的紧致集，: y$/OOU 

/( 祕），则 

dCf y O y y) = cKf y O\ K 9 y) 

(在 (d 3 ) 中取3={1丨,巧=^2\尺即得） i 

(d 6 ) Kronecker 存在性质如果: / (3<Q) 使得 
以 /，fi，：y) 关0,那么 

f~ l (y)no^0； 


(d 7 ) 由边界值惟一确定 


设 C Q (S，iO 中的映射/和 


g 


满座条件则对于 yer\ /(祕)有 

di^f = d (^g ^ {2 9 y^ 


(在 (d 2 ) 中取 Fit ^ x )— (1—f)/0r)+ 味 Cr)); 

(d 8 ) 设 yec 0 c/，/r\/(M>)jii 

d(f.Q.nt)) = d(/ ， i2 ， y(o )) ， ytei 
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(应用 （七）于以/— y ⑴， n ， o )). 

注记 2.4 根据 (d 8 ) ，对于 ir\/(ao) 的一个连通分支中 

所有的:V,映射度以/，仏 W 都是同样的.若集合 a 含于矿\ 
/(an) 的某一个连通分支之中，则可定义 

引理 2.S 设尸是及"中的紧致集 M 是矿\厂的任意一个 
连通分支，则 


= A\ Aar. 

证明 ir\ r 的各连通分支都是开集 .d 中的点都是 △ 的 
内点，其他连通分支中的点都是 △ 的外点.因而 a 的边界点全 

K 

在 r 中，即 3A=Z\Aczr. 匚 

定理 2.6(Leray 乘积公式) 设 

/ e c^a.tn, g e c°ur f R n ) 9 ze jt\ 《 (/(m)). 

(d 9 ) 如果 /r\ /( m ) 是连通的(不存在有界的连通分支）, 

那么 

d(g ° ft Oj z) = 0 . 

I 

(d 10 ) 如果 ir\/(afi) 的有界连通分支为么，…，劣,那么 

r 

d、g 。 f = ^d(f A,«) # 

说明这里须 指出： J? n \ /(afl) 可以有无穷多个连通分支 
(当然是至多可数无穷多 个). 因而 r 可以是 + oo .但 事实上 
(d 10 ) 右端的求和式涉及的非0项伩有限多个，所以能够有效地 

求和•还须指出：对于及”\/(如）的无界连通分支斗>，因为 
A>n/(5) 可以不是空集，所以下面开始讨论时也将牟列入考 

察范围•但因为无界连通分支之中必有:? e4\/(S)， 所以 

deg(f ,D f A 0 ) = deg(/,D^z) = 0 . 
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因此最后得到的求和式子中去掉了涉及 4 的项， ( d ie ) 的求和 
式从 〖=1 开始求和. 

定理 2. 6的证明为了计算映射度，需要分别用同伦于/ 
和沒的光滑映射乃和&去逼近/和&这些同伦逼近的光滑 
映射被要求满足一定的 条件. 特别是不仅要求 

(茗。/)(3仍匚及”\ { z }, 

( g Y 。/以⑽匚及、 { z) f 

而且要求在同伦的过程中始终保持这种包含关系.为此，必须 
控制逼近偏差的幅度.下面先对大致的思路作一个启发式的说 
明，然后再作严谨细致的表述. 

首先，取 / o >0, 使得 


/(S) 匸 '. 

在下面的讨论中，将用符合一定要求的去同伦逼近 /( 这里 
简单地用一个带参数 z 的映射族/,表示同伦过程， re /= 
[0，1])，使得对于6/有 

|/,( 工） 一 /( 工） ||< 7 </ 0 ， 

不等式中的7将在讨论中进一步确定，这里只是控制其范围为 
ve ( o ， w . 满足所述条件的/;必定使得 

f t (o^czB 2p c ： a 2pt vte/. 

于是，我们记 k = b 2p . 


因为^0= 是紧致集，并且 z 纭 g 。 /(3/3)，所以存在 
使得 

I 

• . 

dist ( 茗 (/(312)), 之 ）> 3 反 

在下面的讨论中，先选取符合一定条件的光滑映射 心 去通逬 
&，使得 
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g Y ( y ) — g ( y ^> 


< S , y y 泛 K . 


因为 /(ao) c/( S ) [ B p [ K ， 所以 

dist ( g l (f f z ) > 2^. 

鉴于在紧致集 K 上映射 & 的一致连续性，我们可以选择足够 
小的枚 (0，/?)，使得 

y f 9 y^K y Iy — ： y||< 7 | 犮 i( ： y ’） _ 茗 !(: y)||<A 

如果 /,Ge/) 满足不等式 

|/,( x ) — /(工)|< 7， V ^ eS , 

那么自然也符合条件 


f t ( M ) dK . 


因为 aQsS'GcS, 并且 

|发 1 (//工）） 一 尽 1 (/(1))|< 沒， Vx 6^ , 

所以对于 /G/— [0,1]，必有 

以上进行的探索，都是为了寻求能符合计算映射度的要求 
的同伦 逼近. 下面将作逻辑上较为严谨的陈述. 

(1) 设 p > Q 使得/(万）(=':我们记 
(2.0) X = £ 2/) . 


因为 m = n \ n 是紧致集，并且 «%(/o^)), 所以存在 ^>o, 
使得 

<2.1) dist ( g ( f { Ba )) t z )>3 d . 

(这里的 dist( • , •) 表示 Euclid 距离 •） 

首先选取& e<r (r ，及”），满足条件 

(a) g 1 
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( b ) h (30 — g (30|<^， 

然后，对约定记 

g t iy"> = 发 (: y) + — 《（ : y)). 

于是，对于仏必有 

|&(/(工)） 一 貧 (/(x))||<& 

m Tj^f 

因而 

(2. 2) dist ( 发 〆 /(x)) ，之 ） > 2 孑 ， V X 3/2. 

( 2 ) 设 4 是及”\ /(3 D ) 的无界连通分支，我们记 2 0 =^ 0 f1 
设紧致集 

Kndg ^ MUg ^ M ) 

被以下这有限个有界开集所覆盖 

2 0 ,4，… ，〜 

因为 gfU ) 是孤立点集，所以^^(之川忌和发 
1 ，…，? 0 都是有限点集.不妨设 

= b (。，”， …， 3 W 山 

0 

《 r 1 ⑷ riA * = ，…，》(,.，,.)}，，= 1，…，？ • 

i 

(实际情形可能某些交集是空集，我们将这些空集排除并另行 
编号，所以说是“不妨 设”. ） 以下将 乂 ， ;> 简记为乂，/并记 

E = {',」，’ = 0, — ,rj j = 1,—,5.}. 

因为 2 。，…, 4 匚矿\ /( M ) ，自然有 

Eczir \ /(初）， 

所以 存在 ？ e ( 0 ，户)满足以下两项要求. 

(c) dist(/(d(2) ,£)>27 ； 

( d ) y ，： yG 尺 ， |y — « y|〈7 — ^ | s * i ( y ) — ACy ) . 

取八 ec °° ( it ， m ，符合 条件： 
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(O \\f 1 u)~f(x)\\^ v , v^eS. 

然后记 

f t U) -/U) +，(/ 1 Cz ) — /u ))， 


这里的 KJ = [0， l ]，: ceS . 因为 

并且 ||//工） _/ Cr )||< 7 ， s , 

所以 |心(/；(工） _ A (/( x ))||<& 

于是有 

(2.3) dist(^ 1 (/ / (M)),z)>^, V^/. 

因为 Aa/MDCJA 所以 

(i) d(g 1 0 。 f 1 yOyZ')i 

(h) y;(afi) 匚 /r\£. 

(3) 对于! = 0，1， …，？ = 和 ） =1 ， …， S| .， 约定记 

« = d(f ,13, A) 

^ d { f ， fl ， y “^) =■ ， Q ，汐“^)， 

/^•= Sgn (禹） 

显然有 % = d ( fM 9 A 0 ) = 0. 

对于 ! e { i ，...，？}， 因为 34 匚/(初）（引理 2.5), 所以 vk / 有 

g t C ^)(^ g t ( f ^ O )) C ： R n \ { z }, 

因而 

S r 

(2.4) = d { g x , A r z ) = d ( g f A i 9 z ). 

)=1 

因为尺0茗「 1( 之 ） 被 2 0 ,4 ，…， 4 所覆盖，并且 A 03)(= 
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f \( mc ： K ：， 所以经。八 能映到之的那些点户必定经人 
映到£中，反之亦然. 

在作了以上准备之后，我们来进行关键的 计算： 

d{g 。 f f^jz) 二 d(g' 。 J\ ， D ， z) 

= 2 s g n (贫1 。 A ) * ， 广 

= S Sg n ( 发 1 。人 ）*，/> 

penof^^E) 

-SSM S Sgn(/ l)# J 

,=0 尸 1 peon /^ Uy ,^ 7 

- s - 

=E iXydegA ，。。/，,） 

1 = 0 )=1 h 

' j=i 7 

(4) 如果 JT \/(3 G ) 是连通集(不存在有界的连通分支，那 
么（因为气= 0))自然有 

(d 9 ) 之 ）= 0. 

如果存在及”\/(如)的有界连通分支，那么由 （3) 最后推导 
的式子 可得： 

5 

(d 10 ) dig o fM,z)= 2J a ,-( 2 卢, •,)） 

，- = 0 >=1 

I ™ l j=l 

r 

= ( 发，，之） 

■ — 
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= ^0, A t ) d ( g , A { , z ) 

i = 1 

r 

= y ] d(f 

i = 1 

我们对最后一步等号成立的理由作一点说明.为此，将指出: 

d(f t A i9 z) = 0, W 〉 尸， 


因而这一步所添加的项都是等于 0 的项. 

首先，尺门（厂被开集 

2。，4，…，4 

所覆盖，其他开集 A(〖>?) 与这些开集不相交.因为 /(S)c= 
所以对于 c > p 必有 

(2.5) fcn ) f ] g ~\ z ) n ^ = o . 

h 

如果(即4中有不属于/⑴)的点），那么 

d{f = 0 . 

I 

如果/⑴)二>4,那么由 （2. 5) 可得 

g ~ l { z ) C\^i = 0, 

因而 dig . A ^ z ) = 0, , 

不论是哪一种情形，我们都 得到： 

dif ^ Q , A i ) d {. g , A i , z ') = 0, ^ iC > r , 匚 

注记 2. 7 cUg o /，12,幻是由 g 。/在 S 上的值（甚至是 

由君。/在 ao 上的值）所决定的•因此只须茗 ec G (/(S)，io 
就能确定。 fM ， z \ 对这情形，先用 Tietze 定理将 g 扩充 
为 ？ GC g ( 矿， r) ，然后引用 Leray 乘积公式就得到 

I 

0 f — d(f {g f z), 

■ 

T 

这里 5] 表 示仅对包含在/(乃）中的那些 A, 求和，因为对其他 
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的连通分支△"有 


= o. 


§3 Jordan-Brouwer 分离定理 


Jordan-Brouwer 分离 定理是著名的 Jordan 曲线定理的一 
般化. 本节将利用 Leray 乘积公式证明 Jordan-Brouwer 分离定 
理，然后介绍该定理的若干重要应用. 

定理 3.1 设 C 和厂是矿的紧致子集，它们之间存在同 
胚映射 A : C — 厂. 则及' C 和矿\厂有同样多个连通分支. 

证明设矿 \ C 的连通分支为 D 。 ，…， R (其中为无界 

连通分支）.设矿\厂的连通分支为 尖 ，…， 4( 其中4为无界 
连通分 支). 我们先对 0< r <+ c « 情形证明 r -5. 

引用 Tietze 定理，分别将 

h •• c — r 和 h — 1 •• r — c 

扩充为连续映射 

f •• r — R n 和 g - R n — R \ 

考察矿\(：的有界连通分支 Z ),. 因为31),0：(引理2.5),所以 

(3.1) 犮。/⑷二工， yxe ^ D r 

设 iTv / xs / Vc / A / icaD ,) 的连通分支为五。，… ，巧 (其中五。 
为无界连通分支）•注意到 （3. 1) 式，鉴于映射度的性质(七）， 
((^和吨。），对 yeA 我们有 

1 = d ( 发。 f,D i9 y) = f^d(f 9 D i9 E k )d(g,E kf y). 

另 一 方面，因为 

(1) '是及”\厂的连通 分支； 

(2) ^是 iT \ /(3 D ,) 的连通 分支； 
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(3) aZ)-CC,/(3D / )C/(C) = r , R n \ rc ： R n \ / OD y ), 
所以每个 4 包含在某个确定的羊0之中.特别有 

(3.2) A ) C £ 0 . 


所有的4分别含于相应的尽⑴之中.于是，除去 U 4的 




点之后 ，仏至 多只剩有属于 r 的点，即 


E 


k 



△ ‘匚厂, 


于是 


g E 


k 




4匚茗（厂) 




对于3^ A ， 必有 


rr-t 

因而 

( 3 . 3 ) d(g,E k9 y) = 2 d{g,A r y). 

~匚 

因为 3/^ CZC ， 所以 

x , \/ x ^： D { . 

根据 ( d 7 ), ( d 1() ) 和 (3. 3), 我们得到 

(3.4) 1 = 

i** 1 

= 2^/， A ，五 *)( 2 J (裒，厶广，)) 

*=1 M . C £\ , 

« j * 

g _ 

— 2 Ed(f fD^Ej^cKg.A^y). 

*=i ^< ze m 

对于那些含于五。中的有界的 4(^1)， 必有 

(3.5) d ( f ， D t ，厶) — «/(/, Z ).,£ 0 ) = 0 

(这里的 ^- C =£ 0 ,; ^ 1). 
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为了便于整理，我们给 (3. 4) 的求和式添加涉及 （3. 5) 的一些等 
于0的项.这样对得到 

k = 0 A^dE, 

J * 

j>i 

整理所得的式子，写出 

s 

>=1 V 

r 

，=i 

对 * = 1 ，…， r 将 （3. 6) 式求和并利用 (3. 7) 式就得到 

r 5 

r= 2 ^d(f f D i9 Aj)d{g,A j9 D.) 

/-I j=i , 

s r r 

=S ^2d(g 9 Aj,D i )d{f,D t ,A j ) 

)=1 1 

• . 

=C 

w # 

以上对 0< r < + oo 情形证明了定理. 

用下面所述的办法，可以将巳证明的结论拓展到 0< r < 
+ oo 情形.首先，取足够大的正实数使得 curcz ^. 约定记 

ZC =5 2/P ，并记 

c = c\j^k 9 r = r\j^K. 

显然 c ' 和 r 都是紧致寒，并且 c 同胚于 r . 另一方面，矿\ c ' 
与厂的有界连通分支的数目分别为 

r f = r + 1 与 s f = 5 -h 1, 

并且显然有 0< r *'< + oo . 根据前面已经证明的结果 

r ，= s ，， " 

因而 r = s . 

如果 r ==+ oo , 那么必有 5 =+ oo . 否则，根据上面的讨论， 
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(3.6) 

同样可得 

(3.7) 



由 0<S< + oo , 可得 r = 5<C + oo. 


至此，对所有的情形，我们完成了定理的证明. □ 

定理 3. 2(Jordan-Brouwer 分离定理）如果 M 匚矿 +〗 是 

球面V的同胚像，那么 iT +1 \M 恰有两个连通分支，并且每个 
连通分支的边界都是 M. 

证明首先，由引理 3.1 可知，矿 +1 \旭恰有两个连通分 
支，设为尖和4(都是 iT +1 中的开集）.其次，在引理 2.5 中，我 
们已经证明了 


SACAf, i = 0,1. 

因此，留待证明的仅 仅是： 任何？都是 * 和 * 共同的边 
界点. 


任取 g 在及” 4 " 1 中的一个开邻域 K •设 A 是从到 M 的同 

胚映射 ，g=/i(/>). 在* S” 上，取以/>为中心的 W 维“开圆盘式”邻 
域5,使得 

S 

h { B )( Zyp [ M . ' 

因为 f \ B 是” 维“闭圆盘式”紧致集，所以 W\ J5) 不能分离 
/T+ 1 . 因而有 R n+l \ B ) 中的连续曲线使得 

.y(o>e^ 0 , m)e^v 

于是，存在 re(o，i), 使得 

s 

nv ) eh ( B ). 


我们记 

• . • 

r o = inf { r ^/ y ( T )^ h ( B ) } , r x = sup { r ^7 


则有 y ( r ,) eh ( B ) c ： v f i = o , i ； 

并且有 y ([ o , r 0 >) c ^ 0 , y (( ri , i ]) c ；4 r 

于是， 存在气 € (0， r 0 ) 和 ( q ，1), 使得 

yapevriA ， i = oa. 

因而 
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yflA 关 0 ， 1 = 

这证明了 g 是 A 和 4 共同的边界点（参看图 28). 


h (S n \ B) 



y(0) 


图28 


定理 3. 3( 区域不变性定理） 设是 / T +1 中的开集, 
h : C 7— ycjr +1 是从 U 到 V = MI 7) 的同胚映射，则 V 也是 

JT + 1 中的开集. 

证明 对任意的 e V ，取一 个以声 为中心的 ? i+l 
维闭球体 DCZU. 于是 R n+1 \ ACaD ) 恰有两个连通 分支： '和 

4.每个连通分支都是 矿 +1 中的开集.因为 W = 是 

I 

I 

r +1 \ Maro 中的连通集，所以必有一个 4=4(/ e { o ， i }) 使得 

W(ZA. 

下面将 证明： 实际上只能有因而只可能是 w = a ). 
假设则集合 

R n+l \h(D) - ar +1 \hddD))\ w = (^ 0 u^)\^ 

既 含有尖 的点，又含有 4 的点，并且 4 H 4 = 0.但这与 
A ( D ) 不能分离矿+ 1 的事实相矛盾. 

我们证 明了： 对于 v 的任意一点 g ， 存在 g 的开邻域 
czv . 因而 v 是一个开集. □ 
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定理 3. 4( 维数不变性）设 a 是 / T + 1 中的开集， V 是矿+ 1 
中的开集.若 t / 同胚于 V ,则必有 m = m 

证明用反证法.假设 m >« .因为存在从 《7 CI / r +1 到 

var +1 cir +1 

的同胚，所以 V 是 iT +1 中的开集.但这与 

VdR n ^ 1 , n<m 

相矛盾.因而只能有.同样可证 □ 


§4紧致超曲面的分离性质 


定义 4.1 矿 +1 的任何一个连通的 n 维光滑正则子流形被 
称为 ( i ? rt +1 中的)趄曲面. 

本节讨论 矿 +1 中紧致超曲面 M 的分离性质.将证明 

IT +1 \ M 恰有两个连通分支，这两个连通分支以 M 为共同的边 
界， IT +1 \ M 的无界连通分支 I )。被称为外部区域，有界连通分 
支1\ 被称为内部区域.指向外部(或内部）的“法方向”在 M 上 
诱导出确定的 定向. 因而任何一个紧致的超曲面 Af 都是可定 
向的 • 这一重要事实将在第十二章§ 2的讨论中用到. 

引理 4. 2设 M 是 JT + 1 中的紧致的超曲面 

■ 

则对于任意的/ Af 和/>点在 iT +1 中的任意开邻域 V ，存在 

中的连续曲线将 g 点与 W 中的某个点联结. 

证明首先，对于给定的，记 

I 

£ = { peMjp 点满足所述的要求 

我们将 证明： 

( 1 ) E^0 ? 

(2) £是 A / 中的既开且闭的集合. 

以上两项得到确认之后，根据 M 的连通性，就可以断定 
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从而完成引理的证明. 

(1) 的验证.因为 Af 是紧致的，所 以存在使得 

= d{M ， q\ 

联结以点与^点的直线段除了端点九而外全在矿 +1 \从之 
中 •可 见九€五. 

(2) 的验证.对于任意的 />6M, 存在 声在 r +i 中的关于 Af 
为正则的开邻域 t/， 使得 t/fl (R n+1 \ M) 恰有两个连通分支，并 
且 f/HM 恰好是这两个连通分支边界集合的交集.若 f 的任何 
一 个邻域中都有点能用 R n ^ l \M 中的连续曲线与 g 点联结，显 
然 ur\M 中的任意一点〆也具有同样的性质.这证明了 £是 
M 中的开集，仿此可以证明五是 M 中的闭集. □ 

引理 4. 3设 M 是 IT+ 1 中的紧致的超曲面，则及” +1 \尬至 
多只有两个连通分支，并且每个连通分支都以 M 为其边界集. 

证明任意取定一点声€似•设 f/ 是/>点在及 ” +1 中的开邻 
域， t/f) (矿 +1 \ M) 恰有两个连通分支 f/。 和％，并且 t/flM 恰 

好是 t/。 的边界集合与％的边界集合的交 集合. 任何 9 €矿 +1 \ 

M 都可用 R n+l \ M 中的连续曲线与 U q WLU 中的点相联结，所 
以 /T +1 \M 至多只有两个连通 分支. ‘ 

r - 1 

因为/>点可以在 m 上任意选取，并且对于在 r +1 中的 
任意一个开邻域存在 UCLW 具有上面所述的性质，所以 M 
的每一点都是 R n+l \M 的各连通分支的边界点 . 口 

引理 4.4 设 M 是 / T + 1 中的超曲面,是这 
样一个映射 

6 : M-*S\ 

I 工 一 9 

对于考察射线 
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r v = {q + 如 卜 6 ( 0 , + ⑺） }. 

我们断定 djf\v <—— > M^tr , 

并且，如果这两相互等价的条件之一成立，那么必有 

林 『 \v) = # {r v f] Af). 

证明我们来考察放人映射 

叱： M-^R n+1 

和映射0的扩充 

0 : r +1 \ —5% 

x — q 

X ^ - [T. 

x — q 

易见对任意的 uey 都有 

— r v . 

根据第五章的引理 5.5, 可以断定 


这就是 Ojftv □ 


引理4, 5 设私是及” +1 中的紧致的超曲面，1和％是 

/ t +' m 中的两点，并且从％点出发通过％点的射线与 Af 相 
横截.如果该射线上从％点到 g 2 点的线段与 M 相交々次，那么 


W z { M . qi ) 
证明首先取 


W 2 (M,q 2 ) -h k (mod 2)， 



然后，对于/ = 1，2,考察映射 

6 1 : M ^ S \ 
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和射线 

r i = {<li + 加 | 尤 6 ( 0 ，+ °°) }. 

¥ 

根据引理 4.4 a 是&和心共同的正则值.还容易 看出： 

nd^M = ne ~\ v ) + k (mod 2). 

因而 W ^ M . q ,) = W 2 ( M 9 q 2 ) + k (mod 2). □ 

引理 4.6 设 m 是 r +1 中的紧致的超曲面，％和％属于 
R n+1 \ M 的同一个连通分支，则 

W 2 (M,q { ) - W 2 (M 9 q 2 ). 

证明 设％ 是矿 +1 \财中联结％ 和％ 的连续曲线，则 



X M) 


是映射 t 与&之间的同伦映射，因而 

W 2 (M tqi ) = W 2 (M f q 2 ). □ 

引理 4. 7设 M 是 IT+ 1 中的紧致超曲面.则存在 <? €矿 +1 \ 
M 和 veR n + l \{ 0 } ，使得相应的射线 


r v = {q + 如 + oo)} 

满足这样两个 条件： 


证明第一个条件很容易办 到：根 据引理4.4,对任意的 

g eiT +1 \Af， 只须取 ref 为的正则值即可.关键在于满足 
两个条件的要求，特别是其中的第二个条件，该条件相当于 

d ~ l { v ) 7^ 0. 

我们先在 M 上取一点 a， 然后在 M 过 a 点的法线上取一 

点 M •必要时对 IT+ 1 作适当的正交变换，不妨设 
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q = (0, … ， 0,0 )， a = (0, … ， 0 ， c )， 

并且 c >0. 设 a > 是 M 到 JT + 1 的放人映射，0；,妗是 a 点邻近 M 
的局部坐标图卡. 

于是 


。 f t n ) 

就是 Mc \ ir +1 在 a 点邻近的局部参数表示.为避免繁琐记号， 
以下将这局部参数表示简单地写成 

X = xC/j jt n ) f 

并将其分量记为 


' =: r,-(G ，".，〜），/ = 1， …， 71 + 1_ 

r 

因为 M 在 a 点的切平面平行于坐标平面 

OX 广 .X ， 

1 n 7 


所以 


考察映射 


det 


idx.] 

ff 

t 

K J 」 



尹 0. 




dt M — S \ 


x 




x 


在 6 =没02) = (0, …，0，1)邻近，可以将 S n Cir +1 到坐标平面 
OX x ^ X n 的标准投射当作 f 的局部坐标映射.于是，相应地可 


将 <9局部表示成该局部表示的各分量为 


((V …， o 


A 




X( 之， 


注意到 a 在 R n + l 中的前《个坐标都是 


1，… 


* 


/咖 ）） 




0 ， i 




1 ，…， 


对/，作{1, •••，”}，我们算出 


1 
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\dx. 

t 



dt J x 



A : 

( 







9x. 

t 

3t. 

J 




和） 


因此 


det 


f 


* 

w 






1 


n 


det 


f(a) 


3 x 




7^0. 

<p(a) 


根据逆函数定理，将 M 在 a 点的某个开邻域 PCZU 同胚地映 
射到 y 在点的某个开邻域 V ^ d ( P ). 在开集 V 中，必 


有 0 的正 则值队 根据引理 4. 4,因为 6如， 所以 

设幻=外/0,这里的 />ePc：t/c：M， 则有 

per v f]M, □ 

定理 4.8 设 M 是矿+ 1 中的紧致超曲面.则 1T +1 \M 恰有 
两个连通分支：无界的连通分支 

Z) 疒 {qe^ + \M \ W 2 (M 9 q) - 0} 

和有界的连通分支 

D x = {qeR n+ \M I W 2 (M,g) = 1}. 

证明 设/ >€M 如引理 4. 7 证明中所述•因为 

per v C\M t r v jfs ， p M, 

所以存在 r v lp 点邻近的两点知和使得％ 与％ 之间〜与 
M 的交点只有单独一个/>点.根据引理 4. 5， 

= W 2 (M 9 q 0 ) + 1 (mod 2). 

不妨设 q 0 eD oiqi eD v 因而和 a 都不是空集. 

我们注意到这样一些重要 事实： 
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(1) R n+1 \M=D 0 \JD 1 , D 0 f]D l — 0 ； 

(2) IT +' M 至多只有两个连通分支（引理 4 . 3)，并且每 
个连通分支完全包含在某一个确定的之中（引理 4. 6). 

因为 D 。 和都不是空集，所以及” +1 \财恰有两个连通分 
支，这两个连通分支就是乃。和/ V 还容易证明（练习 J . 9) : Z ) 0 
是无界连通分支， R 是有界连通 分支. 口 

练习 J 

J. 1. (推广的 Rouche 定理)设是及”中的有界开集;/， 贫 
ec ^ cS ，^). 如果 

0 < |^ r ( x ) I < |/0)|， 

那么 d(f + ^,17,0) = d(f ,0,0). 

J .2. 设 /6 C G ( iT ， ir )， D = Z )” 是 IT 中以原点 O 为中心的 

闭单娜体如果 /( aD ) = 3 D ， 则 
这里 ./ ( m > =-/ 。/ 0 ^”表示 m 个/的 复合. 

J .3. 设 C 7 是中的有界开集，7是矿中的有界开集，/ 

e c 0 (a,« w, )^ec°(v,r)^Gir\/(9f/),6e« rt \^ov). 

考察映射 

(/,g) : UX V^R m X R\ 

(U ， V) — (/(m) ygiv)). 

试证明 d((f,g) ,UXV,(a,b))=d(f i U,a)d(g 9 V,b). 

J . 4. 约定以 （• ， •） 表示 Euclid 空间 IT 中的内积•设 /e 

c G (/ r ， in 满足条件 

1- (/( j :) , x ) 

lim n — n =+00， 

Sx|| — + oo \JC\\ 

求证/(及”）=及”. 

j .5. 设 f 是 矿 +1 中的闭集.求证 r +' F 至多只有可数个 
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连通分支. 

J .6. 设 F 是 矿 +1 中的闭集， C/ 是矿 +1 \尸的一个连通分 
支.求证 C/UF 是 矿 +1 中的闭集. 

J.7. 分别举出满足以下条件的例子(在各小题中，要求 D 

■ 

是 ir +1 中的有界开集，并且要求 fec 0 ao ，矿 +1 ) 不是常值映 
射)： 

(1) iT +1 \/(3fi) 是连通的； 

(2) 矿 +1 \/(初)不连通 ，牟是 其无界连通分支，却有 

A o Qf(n)^0 ； 

(3) 矿 +1 \ /(an) 不连通，并且至少存在某一个有界连通 
分支厶使得 dn/ ⑴ )=0. 

J . 8. 设 a 是矿 +1 中的开集，并设 A :f7— 及” +1 是连续的单 
映射•试证也是 1 T+ 1 中的开集，并且 h •• LT^y 是同胚 
映射. 

J . 9. 设 M 是 r +1 中的紧致超曲面•求证存在实数尺>0, 
使得只要代矿 +1 ，lkl>K ，就有 ％(M，g)=0. 



第十 一 章相交数，向置场奇点的指标与 

Poincare-Hopf 定理 


§1模2相交数 

定义 1.1 设 M 是紧致光滑流形， iV 是光滑流形，是 iV 

的闭的正则子流形，并且 

dimM -f- dim 5 = dim N. 

如果 / : M -* N 是光滑映射，适合条件 

fjfxs, 

那么厂 1 C 5) 是有限点集.我们把/与的模2相交数定义为 

7 2 (/,5) ：= (mod 2). 

一 般约定设 M 是紧致光滑流形, iST 是光滑流形，5是” 

的闭的正则子流形，并且 

dimM -h dim 5 = dimN. 

引理 1. 2 设 X 是紧致光滑带边流形，.如果 
C °° a ：， iV ) 满足条件 


Fjfy S , 3 F 办5， 

那么/=3/^与5的模2相交数是0, 即： / 2 (/,5) = 0. 
证明因为 

dimX — dimF^ 1 (S) = dim TV — dim*S, 

dimM + 1 — dimF— 1 ^ = dimM, 

dim F~ l (S) = 1 , 

所以 F _1 CS ) 是紧致的 1 维带边流形.集合厂 
R 3 X 含有偶数个点，因而 
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# 厂 吻 二 0 (mod 2). □ 

引理 1.3 设 AO (/= l，2) 适合条件 

如果八〜/^^同伦），那么 

W) = i 2 (f 2 ， s). 

证明 f x 必定也光滑同伦于/ 2 ,即存在光滑映射 H : 
IXM — N ， 使得 

mt ， •)=/;(•)， v 圯[0，占]， 

I 

m“ •)= / 2 (.) ， v^e[i - m 

因为只在（[0,幻 xm ) u ([ i — s ， i ] xm ) 与 s 横截，根据横截 
扩张定理，存在光滑映射 F : JXAf—iV， 使得 

(1) F(t ， X 、= HU ，工）， [0，汐] U [1 — 汐,1] ，i6M; 

( 2 ) Fjf^S. 

根据引理1.2,对于我们有 

r 

(1.1) / 2 (BF»5) = 0. 

因为祕 |( oxao 二，所以 （ l.i) 可以写成 

/ 2 (/! *5) 4- / 2 (/ 2 »5) — 0 (mod 2). 

由此得知 

W) = W). □ 

引理 1.4 设 /GC°(M，AO, 则存在 

f Y 〜 f ， J\ JhS, 

证明先取光滑映射 / Q 〜/，然后根据横截逼近定理确认 

存在适合要求的 j \ edN ). □ 

定义 1.S 设 a/ 是紧致光滑流形， iV 是光滑流形， s 是 N 
的闭正则子流形， dim A/+dim S —dim N , /6C°(M,7V) ，并设 



AO 适合条件 

f 广 f ， 

我们把 / 与 S 的模 2 相交数定义为 

/ 2 (/,5) ••= I 2 ( f '， S ), 

命题 1.6 定义 1.5 确当无歧义，并且所定义的/ 2 (/,5) 
关于/是同伦不变的. 

证明 可仿照第八章命题 1.6 作出证明. □ 

§2定向相交数 

引理 2.1 设 r > l ， 并设 

( a ) X 是 1 + w 维定向带边 C 流形； 

( b ) 7是 5+ m 维定向无边 C " 流形，是 y 的定向的正则5 
维子流形，且* S 是 Y ■的闭子集； 

( c ) 适合条件 

_ 

I 

Fj^S ， 

( d ) Z = 、幻是 X 中的紧致集. 

则存在一族覆盖了 s 且关于 s 正则的 y 的正向局部坐标图卡 
{0/，0)}和有限个覆盖了2的 x 的正向局部坐标图卡 
{07，^}，其中 

9 = W ， … D ， 

使得 

(0) 各0的前5个分 量是* S 的正向局部 坐标； 

(1) 在点和点 ？ = 邻近，分别有如上 

所述的适当的 P 和使得 F 的局部表示成为 

中0 F 。 （ fT ' (“ ' M 1 , ••• , m w ) = ( 7 1 ( w ) ，…， 7 5 ( M ) ’ M 1 ， …， m w ) ， 
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、- v nt / 0 1 tk \ 

这里 K= (M ， M ，…， M ); 

( 2 ) ur / m / lz )} 是 z 的一个定向的 f 图汇； 

( 3 ) znax 由偶数个点 组成; 恰好在其中半数个点处，由 
(夕 ，…， /*) 给出的的局部坐标系属于“内向型”诱导定向 f 
而在另外半数个点处，由（ 〆 ，…，疒)给出的 ax 的局部坐标系 
属于“外向型”诱导定向.（在 z 的每个同胚于 [ o ， i ] 的连通分支 
的两端，由（ 〆 ，…， /■) 给出的的局部坐标系属于不同类型 
的诱导定向 .） 

证明 （0) 首先，选取一族覆盖了 s 且关于 s 正则的 y 的 
正向局部坐标图卡{(/，#)}.必要时改变 W 的第一个坐标轴和 
最后一个坐标轴的方向，总能使得4的前面 s 个分量成为 s 的 
正向局部坐标. 

⑴考察集合族 {f kv )}， 其中{ V }是 （0) 项中所述的那 
些局部坐标域.我们可以选取有限个 x 的正向局部坐标图卡 
{0/，0}，使得相应的局部坐标域族0/}从属于{厂 1 00}，并且 
使得 R /} 覆盖了紧致集 ZsFHCS )， 还使得 F 的相应的局部表 
示成为横截的典范局部表示(参看第五章的命题 2. 4) : 


0。尸。 < p ~ l { u ° ^ U l ，…， M m ) = (^( U ) ，…，々'（“），“ 1 ，… ， M m )， 





(2) 考察流形 X 在点邻近的任意两个满足 （1) 中要 
求的正向局部坐标系 ( lAa 1 ，…因为 


0 1 m 、 

OKW )_ 

3W ，… ,u m ) 


dw 0 



io > 0 , 


0 


* 


参 





所以 
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> 0 . 


可见，所述各坐标系的/坐标给出 Z 的一个定向 f 图汇. 

(3)Z 是紧致的1维微分流形.它的每个连通分支微分同 

S • 

胚于[0，1]或者 S 1 . 因而 3Z = Zfl3X 由偶数个点 组成. 考察 Z 
的一个确定的 [0,1] 型连通分支•我们可以选取 （e[0，l] 作为 

L 

该分支的参数.如果在参数 t = 0 处有¥>0,那么沿整条参数 

曲线都有同样的情形 • 不妨设在《 = 0处有 ¥>o( 相反的情形 

可类似地加以讨论) • 则在参数曲线的“0”端点，由（〆，…,〆*)给 
出的 M 的鳥部坐标系属于“内向型”诱导 定向； 而在参 JS [曲线 
“1”端点处，由（另一图卡的)以，给出的狀的局#坐标 
系属于“外向型”诱导定向. □ > 

注记 2 . 2 引理 2.1 对以后的讨论有重要意义.下面列出 

的关键事项 (1) 和 (2) 尤其值得注意(符号及假设条件均如引理 
2 . 1 ): 


在点 j&ezn 汾:邻近，对于所选择的坐标 
…， f)， 约定记 


、 3^=(〆，•••，<) |3X, 

/ = B/r = F IQjf, y = # 。。 （却 )-1 
则有(约定记 2=(0,^， …，* T)) 

/( m 1 ,*** = ( V (2)， …， 《( g )，*/ 1 ， …， 《 w )， 

〆 0 f (u 1 ， … ， u m ) = (t/ ， … ， u m ). 


于是，在 /> 点计算〆。 / 的 Jacobi 行列式可得 JOr" 。 7) = 1. 

(2) 虽然 P 是义的 正向局部坐标，但却的正向未必与 
的正向一致•可以确认的事 实是： 在 ZD3X 的各点，扣的定向 
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恰好是 1 维流形 Z 定向的“补定向”.注意到这一关键事实，在 
以后的讨论中，不论的正向怎样选择，我们都能参照具体情 
况，得出相应的结论. 

一 般约定 2.3 设 M 和 iV 是定向光滑流形，是#的定 
向的正则子流形，并且 

(2. 1) dim M + dim S = dim TV. 

又设厂 1 CS )， 并且 


(2.2) fJi^p S . 

, 

选择 W 在 g = /(/0 点邻近的关于 S 正则的正向局部坐标图卡 

I 

(Q，W ，要求4的前 s 个分量是 S 的正向局部坐标系.我们约定 

.. I 

把这样的 ( Q4 ) 称铷 “好， ，的局部坐标图卡. 

设，： s 是从及到后一因子空间 R n s 

*» 

I 

的标准投影.由 （2.1) 和 （2. 2) 可知：？ r " 。0。/在/>点邻近是局 

部光滑同胚.因而可定义 

(2. 3) Sgn(;r" 。0。 /) * ,〆 

引理 2. 4 (2. 3) 与“好”的局部坐标图卡 ( Q ,0 的选取无 


天* 

I 

I 

证明设 4 和⑵是？二 /(/>> 点邻近的两个好的局部坐标 
映射.我们来考察坐标变换 dy、. 因为 0 和 o > 都是关 
于 5 正则的局部坐标系，所以 = 0 )= 0 。应使得 

之 5+1 (:，…，: y 5 ,0, …， 0) = 0， 

( 2 . 4 ) < . , 


广、 0) = 0 •‘ 

只因为4 和以 都是 iV 的正向的局部坐标映射，所以在 

(: v 5 + 1 ，…， A +m ) = (()，••• ， o ) 的地方有 
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3 之 1 

3s： 1 

oz^ 

_ . ■ A A. A 

dz l 

- • * • 

_ 

• 

署 

S 

d y s 

k 

8 ^+i 

J 

s 

■ _ _ • 

^y s +m 

* 

螓 

• 

a: s 

• • • 

d y s 

3 ^+l 

3 ^ J+m 

0 


k+l 

_ __ •• • 

_ 

• 

• 

8z i+ 1 
办 s + m 

• 

• 

• 



— .• • 

3 ^+l 



> 0 . 


又因为 (％ ，…，: y s ) 与 (& ，… ，&) 都是 *5 的正向局部坐标，所以 


， 


Z 


S 






S 


3之1 


^ y s 


m 

* 




S 


^ y x 


9 乂 


> o . 


由上面两个关于行列式的不等式立即可得 


(2, 5) 


3( 之 


5+1， 


Z 


s+m 


^ y s 


+ i ， 


久+ 


> 0 , 


设 />e 厂 1 CS) 使得 fJh ^ S : 为 了比较 SgnOr" 。厂 /) ,， 

，我们选取 M 在/>点邻近的正向局部坐 


P 


和 Sgn<y' 


o /#1 o 


/) 


^ 9 p 


标图卡07,釣，并记 


g = 屮 。 f ° 炉 — 1 ， A = w 。/。沪 •• 

然后考察与 z=A0r) 之间的关系•由 （2. 4) 可知 


_1 


3 z 


5 + 


因此 




乂，0 


，0) 




0 U 




1， 


■ • • 


m 


亲 


1，…， 5). 
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由此得到 



( 2 . 6 ) 

h 

a (气+1， …，^ ) = a (气 +1 ，"•，气 +wt ) • &(: v , +1 ，…，: v 5 + w ) 
3 (七 ，…， x m ) — 3( 久 +1 ，…， 久知） 

由 （2.5) 和 （2. 6) 可知 

叫 +1 ，…， g J+w ) 3 (久 + 1 ，…, 夂知) 

3 (x 1? *** f x m ) 一 3 (xj, — ,x w ) 

的符号相同.我们证 明了： 

Sgn(?r w 。^ » 。 /) * 声 =Sgn(^ w 。 w 。 /> * □ 

记号约定 2. 5 我们约定把如上所述的 SgnU "。 0。 
/) # ，# 叫做/ 与 *5 在/ > 点 的相交符号 ，并 简记为 

Sgn(/ ， 5)〆 

定义 2.6 设 M 是紧致的定向光滑流形， AT 是定向光滑流 
形， *5 是 W 的定向的正则子流形，并且 dimM + dim 5= diinN . 

又设/ : M — N 是光滑映射，适合条件 


fjfss . 

我们把/与 S 的相交数定义为 

K/ ，《 S):= 2 Sgn(/,5>〆 

per \ s ) 

对于 M 也是 W 的正则子流形(且与 S 横截）的特殊情形，我们 

约定把 M 与的相交数定义为 

I(M 9 S) s = l(i jS) f 

其中 z _ •• M — N 是放入映射. 

在下面的讨论中，我们设财是紧致的定向光滑流形， JV 是 
定向光滑流形， *5 是 W 的闭的定向正则子流形，并且 
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dimM + dim 5 = dim N. 


引理 2.7 设存在定向的紧致光滑带边流形 X 使得 
M , 并且 dX = M 的各连通分支赋有统一的诱导定向（或者都是 
“外向型”的，或者都是“内向型”的).如果尸适合 
条件 


FjftS, dFjf\S, 

那么与5的相交数是0, 即： /(/,5) = 0. 

证明容易 获知： 是紧致的1维光滑流形，根 
据引理 2.1, 在 Z 的每个同胚于[0，1]的连通分支的两个端点 
处，/与* S 的相交符号恰好分别为+ 1和 一1. 因此7(/,5) = 0. 


引理 2 .8设 /. eC ' A ^ AOOld ) 适合条件 

如果同伦），那么 

/(/ l , 5 ) =/(/ 2 , 5 ). 

证明留给读者(可仿照第九章的引理 2. 3进行证明）. 

. □ 

定义 2.9 设 M 是定向的紧致光滑流形， JV 是定向的光滑 

流形， S 是# 的闭的定向的正则子流形，并且 dimM + dim 5 = 

dimJV . 对于 /€ C °( M ， A 0, 我们选取满足这样 

的 条件： 

J \〜 f 、 

然后定义 

K / mS ) : = 7(4,5). 

命题 2. 10 定义 2. 9确当无歧义，并且所定义的/(/，$) 
关于/的同伦是不变的. 
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§3 相交数定义的局部化 

仿照第十章§ 1的讨论，我们来定义局部相交数. 

一 般约定 3.1 设 M 和 7 V 是定向光滑流形，^是^的闭 

的定向的正则子流形，并且 

dim M -h dim 5 = dim N. 

设 n 是 m 的一个开子集是紧致集.我们约定记 sn = n\a 

定义 3. 2 如果 / ec ° (万， Aoncmw ) 适合条件 

/oo)ns = 0 , fjf\ n s ， 

那么 on 厂 1 cs ) 是紧致的 o 维流形（或者 0 )，因而是有限点 
集.我们将/在上与 S 的相交数定义为 

：= 2 SgnC /,5)^ 

p^anr'is) 

. 引理 3. 3设加，和祝3如一般约定 3.1 中所述，并 
设 

f ^ c^ga = o ， i ) 

适合条件 

^.( 3 , 0)0 5 — 0 , i = 0 , 1 . 

如果存在同伦只： f 0 〜 f ' ，使得 

mix dnyns = 0 , 

那么 

i ( f 0 M ， s ) = ia \， n ， s ). 

证明可仿照第十章引理 1. 3作出本引理的证明（留作练 
习). □ 

引理 3. 4设和3打如一般约定 3*1 中所述，并 
设 / eddAo 适合条件 
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/( 3 ^ 3 ) f]S = 0 * 



则存在(万， Aoncm ，#) 和/ /6<：°(/乂>0，斤）， 使得 

a ) f 0 Jfs ， n s ； 

(2) HiO , • )=/。（ •），//(!_，•）= /(•); 

(3) //(7 xaQ ) n * s =0. 

证明 将 W 光滑地嵌入到#之中.约定将 Y 的范数和距 
离函数分别记为 | • I 和汶设厂 是# 在 〆 中的管状邻域，并设 

y : r-*N 

是相应的管状投影（管状收缩映射）.于是存在 e >0, 使得 

be 昨(: v ，/ (乃 ）） < 0匚厂. 

因为 /( an ) n * s = 0 且 n 勘 匚#，所以 / on ) (1 r— 1 ( s ) = 0 . 
因而存在 (0， e )， 使得 

d ( ma ) J ~ 1 ( S ))>2 d . 

根据 Tietze 扩充定理，不妨设连续映射/ : 3— iVC # 已 
扩充为 feC °( M , R k X 选取/的光滑逼近 g eC °°( M , R k ) ，使得 

4 

gJ^y—cs) ， | 容 (1) —/o) I < 在， V^6 >f3. 

然后定义 

G ： / X n-*R\ 

(hx) fix) + (1 — — /(x)). 

容易 看到： 

发 （ fi)czr ， ca x S)czr ， gu x ^ a ) r \ y ~ l ( S ) = 0, 

我们取 / 0 = ^ 0 H = 7 0 G . 

则容易 验证： 这样定义的人和 H 能够满足引理的全部 要求. 

□ 

定义 3.5 设和 M 如一般约定 3. 1中所述，并 
设 / eC ^ dAO 适合条件 
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/0^) fl 5 = 0. 

我们选取 只 ec°ax 万， w )， 适 

合这样的 要求： 

( Dfo ^ nS ； 

(2) //(()，•）=/。（ •）， H (1, • )=/(•); 

(3) //(/xao)n-s= 0 . 

然后，我们定义 

/(/,^,5) : =/(/ 0 ,^,5). 

命题 3. 6( 同伦不变性） 定义 3. 5确当无歧义，并且所定 
义的局部相交数具有如下所述的同伦不 变性： 如果存在 

Gec°a x 5 ， jv )， 

使得 

(1) G(0, • )=/(•) ， G(l, • )=〆 •）； 

( 2 ) Gaxda)C\s=0, 

那么 i ( f ， a ， s ) = i ( g ， n ， s ). 

命题 3. 7( 区域可加性） 设和 3 D 如一般约定 
3.1 所述.设 、 

n xt A 6 A 

是含于 D 内的有限个两两不相交的开集.设 /€ C °( S ， A 0 满足 
条件 

/( s \( y , J)ns = 0， 

则有 I(JM ， S)= 

证明先将 N 光滑地嵌人到^中（约 定将# 的范数记为 
I • I ，距离函数记为 dist ( • ， •）） .设尸是 W 在 i ?* 中的管状邻 
域，并设 
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y •• r — n 


是相应的管状投影.于是，存在£>0,使得 


因为 


{ge#|dist( g ， / ( 乃 ）） <e } 匚 r. 





nr 1 ⑻= 0. 


设 se ( o ，+ j ， 使得 

\ 乙 I 


dist 



> 2炙 


不妨设连续映射/ : a -^ NClR k 已扩充为 / eC °( M ,^). 
取/的光滑逼近 gec °°( M ^) ，满足 条件： 

(1) 犮办厂 1 cs ); 

(2) IkU)—/U)H<3, VjceS. 

然后定义 

G(f ，《 r) = fix') + (1 — Oigix) — /(x)). 

于是有 


g 




g(/ X 



9 


我们记 f 0 = 7 ° g ^ // = y 。 g . 

则/。和 // 满足 条件： 


( 1 ) / 0 ^5, 

(2) H(0, * )=/ 0 ( • ) ， H(l，•）=/(•); 
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(3) h\i X u jj ) f ]^ = 0- 

由 （3) 可得 

H(I X aQ > 门 * S = 0; 

HU X f |*5 = 0♦ V 

另外，显然有 

n (] f ； Hs ) = U ⑴ A n / 0 -1 ⑻) • 

因而 7(/, fi ,5)= I ( f 0 M , S ) 

= S Sgn (/ 0 ,5)^ 

= 2 2 SgrK/^iS) 户 

X€：A 

= M k ， S、. C 

推论 3. 8 ( 切除性质）设和 3 i 2 如一般约定 3. 

1 所述，尺是含于之中的紧致集，并设 / ec °(：5 , ao 满足条 
件 

/( ku ^) DS ^ 0. 

则有 I (/, n f S ) = I ( f t O\K ,5). 

证明在命题 3. 7中取力= U } 并取 0, = a \ K 即得 • 

§4向量丛截面的光滑化与横截逼近 

_ 

_ 

_ 

设(五， M , Jr ，#) 是一个光滑向量丛 ， a : Af — 五是一个连续 
截面.将〃看成连续映射当然可以引用映射的光滑化定理.但 
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这样得到的光滑映射 3 不一定仍是截面，即不一定满足条件 

7T 。5 = id, 

(横截逼近定理应用于截面情形也会产生类似的问题 .） 我们有 

必要适当地修改映射的光滑化定理(横截逼近定理），使得修改 

后的定理能适用于截面的情形. 

定理 4.1 设 (五, M ，； r ，#) 是光滑的向量丛，在其上取定了 

一个 Riemann 度量 w : M — E 是一个连续 截面; e 是正实数.则 

存在光滑截面〃。： M —五, 使得 

| cr 0 ( x ) — a ( x ) [< e, 

这里 I • || 是由 Riemann 度量决定的 范数. 

证明局部看来，可以表示成 ( j :， Kx )). 我们可以用光滑 
的气(: r ) 逼近 5 0 c ). 于是,在局部范围内，截面(: tmCt )) 可以被 
光滑截面 ( x ， 5 。^^) 任意逼毋. 

仿照“映射的光滑化荦理”证明中从局部过渡到全局的做 
法，就可以顺利地完成本定理的证明. □ 

对于光滑向量丛(£，从，71*，及 4 )，我们以£。表示其零截面子 
流形. 

定理 4.2 设 M 是光滑流形, £ = 是 A / 的切丛 , a : M 

一 E 是光滑截面, e 是正实数.则存在光滑截面 q ，使得 

|'0 r ) — < r )|< e ， 

这里 I • I 是由 T * M 的 Riemann 度量决定的 范数. 

. \ 

证明设厂是 iT 中的幵集彳 Cr ) 是定义于 C 7 上的光滑肉 
量场，则 U ， fU )) 与 7 T 7= axiT 的零截面横截的充分必要条 
件是： $ ( I )以0 e IT 为正则值•对于给定的光滑截面 
CroU ))， 我们可以选取 sCr ) 的足够小的正则值 c ， 然后构造 

气（ X) = 5(x) — C. 

因为0是 51 (工）的正则值，所以 Cr ， A ( a :)) 与 TU ^ UXR m 的零 
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截面 c/xo 横截. 


在以上局部结果的基础上，仿照“横截逼近定理”证明中从 
局部过渡到全局的作法，就可完成本定理的证明. □ 

在结束本节之前，我们还要指出：对于 r >2, 任何一个 (T 
流形 M 的切丛流形: TM ， 作为流形都是可定向的. 

设 M 是 C " 流形 ( r >2) .则 Af 的任意两个相容的局部坐标 
图卡07,妗和( V ，0)分别对应着切丛流形 rM 的局部坐标图卡 

(丁具办) 和（7\4/,少). 

这里 


0 •• TuM ― 仲 ）X R m ， 

^ ^ (f<7r^),^ (O); 

^ : T v M -* ifi ( V ) X R m 9 

7 — (^(7T7),^ # (7)). 

• • 

如果 C / f | y 关0，那么切丛流形的局部坐标之南的变换为 

、 I 

(: y ， v) = 少。 ^\x 9 u) = {tp o o (m)). 


计算这变换的 Jacobi 行列式可得 



0 

卜 ， J 


k 

k 

k 

» 

1 

h 

1 

■管 

(3^*1 

7 % 

A 

1 

i 

n 

i 

3 x . 

^ * > 


det 


^yj 

9 jt . 




J 


2 

> 0, 


由此 得知： 切丛流形： TM 总是可定向的•这里特别要提请注 

意:切丛: TM 作为一个流形的定向与它作为向量丛的萣向是不 
同的概念，希望不要误解. 

i 


§5向量场孤立零点的指标 


设 G 是 1 T 中的开集，则: TG = GX ^ m .定义于 G 上的 C 5 向 
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量场(即: rG 的 f 截面)具有这样的形式 

( x , V ( x )) , x 6 G , 

其中的 V : / T 是 C 5 映射.对这种情形，通常 就说： V 是定 

义于 G 上的 C " 向量场. 

设/>是 V 的一个孤立零点，即 V (/>) = 0 且 存在夕 点的一 
个开邻域?7,使得 

V (^) ^ 0, \Jq€U\{p}• 

取以/>点为中心, e >0 为半径的一个小球面，使得 

( 5 . 1 ) S pfC CZU 9 

则可讨论 vl'jt oeiT 的环绕数 

(5.2) 

下面的引理指出： （5. 2) 实际上不依赖于小正数 e 的选取. 

引理 S . 1设€^>£>0并且 〆 和 e 都满足 (5.1) 的要求，则 

w ^ v \ S p ， ^0) = ^( 7 | 5 ^, 0 ). 

证明 约定将 / T 中以/>点为中心为半径的闭实心球 
体记为 D p ^ 因为 V 在紧致集 X = Z ^ Vnt '，, 上没有零点，所 
以存在化>0,使得 

(5.3) lV(x)l>2S, 

我们可以选取光滑向量场使得 

(5.4) IVU) -VM\\<d t \/xex. 

因为7在 X 上不取零值，所以 W ( V \^ X ,0) = 0 . 由此得到 

(5.5) 奶：作以， 0) = ^(f|5^ e ,0). 

我们记 

= V(x) + - VCr ))， 

则由 （5. 3) 和 (5. 4) 可知 

H(t 9 x} ^ 0, V6/ ， xGX ； 

并且显然有 
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■，•）= /(•)， Ha, o - P 

因而由 （5. 5) 就可得到引理的结论. □ 

有了引理 5. 1，对最简单的情形已经可以定义向量场孤立 

■ 

零点的指标. 

定义5, 2设 G 是 / T 中的开集， K 是定义于 G 上的连续 
向量场，/是 V 的孤立零点.取足够小的 e >0, 使得闭球体 
D p , £ C 1 G 并且 V 在 上除夕 而外别无零点.我们将7在声点 

的指标定义为 


ind^ ：= 

下面的任 务是： 对于定向光滑流形 M 上的向量场，定义其 
关于孤立零点的指标. 

设 M 是一个定向光滑流形， a 是从上的一个 C " 向量场 
( 5 >0)，/> GM 是 a 的一个孤立零点.于是， a (/>)=0,并且存在 
々点的一个开邻域使得 

咖 ） # 0， Ma ). 

必要时适当缩小 D ， 不妨设万包含在 M 的一个局部坐标域?7 

之中并且乃是紧致集.设 p 是定义于 " 的正向局部坐标映射， 
并设 


中： T v M^cp(XJ) X R m 

是由9诱导的切丛: TAf 的局部平凡化映射•则(参看图 29) 向量 
场可局部表 示为： 

屯 ° a ° <p ! (^) = (x,y (.sc)). 

不失 一 般性，可设炉(/ >) = 0. 因为 F ( x ) 在 〆 ! Q ) 中以炉(>)=0为 
惟一零点，所以可定义关于该孤立零点的指标 ind 0 7( x ). 
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TuM 

i 


- <p(U)XR m 





一 <P(U) 


图 29 

引理 5. 3 上面所述的 ind ， 实际上与符合定向要求的局 
部坐标 P 的选取无关. 

证明 首先指出一个很容易验证的公式：设4是 M 的开 
集，^ : 是保持定向的光滑同胚，则有 

(5.6) deg(/ ， Z\ ， g) = deg (/ 。 0— 1 ， 0(Zi) ， g) (参看图 30). 





图 30 

下面，我们来证明引理.设07,的是/>点邻近的一个正 
向局部坐标图卡，适合条件/ >) = 0. 设 n 是点的一个开邻 

域，乃 czt /， S 是紧致集，并且 

吻 ） / 0，^ \{ p }. 

于是可取足够小的 e >0, 使州维闭球体 D e = D 0 f £ ( Z ( p ( a ). 对于 

紧致集 K = n \9 ? _1 (int D e ) ，存在 #>0,使得 

lk(^)||> 2S, MqeK. 

选取逼近 a 的光滑截面 a ，使得 
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(1) ' jJtA (: TM 的零截 面）； 

(2) 卜如 一吻 ）|<5, Vg 6 iC . 

我们定义 

H ( t , x ) — <7{ x ) + t { a x ( x ) — ff(JT)), 

则显然 H : /XM—TM 是从 a 到 a 的同伦，并且 

H(I X 幻叫， 0. 

设口和 q 分别局部表示成 (x，VCr )) 和并设 & 二 
3R， 则有（推导中对于 d = f 和£>=1) £ 用到公式(5.6)) 

ind o y= W(V\S £ ,0) = ^(^|5 £ ,0) =deg(y i ,D £ ,0) 

= deg(?r" 。 0 。 i 。 屮）， D e ， Q) 

— deg (7 r " 。0。 ' ,< p ~ 1 ( D e ) ,0) 

= deg(7T" 。屯 c cr】，《G，0) 

=S SgiUTr ’’。^。。）*# 

(«) —0 
z^n 

= 2 s g n ( v £ A 

c’u> = 0 

z ^： O 

=/(<?! ’卩，五 0 ) 

=/(<y,n,£ 0 ). 

最后一个量显然与符合定向要求的局部坐标的选取无关 * □ 

定义 5.4 设 M 是一个定向光滑流形， a 是 M 上的 C 向 
量场（即 TM 的 C 截面），是 a 的孤立零点.任取 Af 在声 
点邻近的正向局部坐标图卡0/，妗，不妨设#/>) = 0.将 p 所诱 
导的切丛的局部平凡化映射记为屯则 (7 局部表示为 

0 ° (T ° ^ p ~ l ( x ) — (x,F(x)) , 

其中 V : U — R m 是连续映射.我们定义 

ind.cr : = ind„V. 
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§ 6 Poincare-Hopf 定理 

定义 6. 1 设 Af 是紧致的定向光滑流形， i ；。 是切丛 TM 

的零截面子流形.我们约定把 

X ( M ) s = I ( E q , E q ) 

叫做流形 M 的 Euler 示性数. 

定理 6. 2设 M 是一个紧致的定向光滑流形，仏是切丛 
TM 的零截面子流形4是 M 上的一个横截于五。的光滑向量 

场(即 TM 的一个与£。横截的 C °° 截面），并设/ V …，乂是 a 
的零点（当然都是孤立的），则 

k 

2 ind a = X(M). 

证明取各孤立零点 a 的足 够小的 开邻域 q ， 满足上节 

所述的要求.不妨设所选取的仏，…， a 两两不相交.在引理 
5. 3中已经证明 ind ^ cr =/(< y , fi . ,£ 0 ).因而 

k k 

2 ind />^ = = I((T,E q ). 

I — 1 t / = 1 

切丛: TAf 的任意两个截面 tr 与 r 之间可定义同伦 

= (1 — t ) a ( x ) H - 

特别地, a 同伦于零 截面. 因此70,五。 ）= JCE 。， 五 Q ) = ; KM ) •这 
样，我们证明了 

k 

2 ind a = X(M). [ 

/ = 1 i 

对于只有孤立零点的连续向量场也有类似的结果. 

定理 6.3( Poincar 6 -Hopf 定理）设 A / 是紧致的定向光滑 

流形，是 M 上连续的只有孤立零点的切向量场，&，… ，化是 
a 的所有的孤立零点，则 
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2 ind，= X(M). 

i = 1 f 

证明取九的开邻域 q ， 使得 a 在 A 中除了九之外别无 
零点(〖 = 1，…，々 ). 我们记 

(6. 1) k = m \ [ Ja . 

因为^在 K 上没有零点，所以存在$>0，使得 

( 6 . 2 ) \\^M\\> 2 ^, \/jreK. 

设£。是切丛 E = TM 的零截面子流形.选取切丛£的横截于 
E 0 的光滑截面 L 使得 

(6.3) \\3 M - ct ( x )|< <5, UK . 

值得注意 的是： 虽然 a 在 A 中恰有一个零点九，其光滑逼近5 

在 <0,中却可能会有较多的零点，也可能会没有一个零点.（形 

象的说 法是： ^的孤立零点经过“扰动”之后可能会“分裂”成几 

个零点，也可能会“消失”. ） 但据 (6. 2) 和 （6. 3) 可知，从 a 到5的 
同伦 


H(t ， jo) = 4- t(a(sc) — a(sc )) 

适合条件 HdX ' dn ^ C \ E o — 0. 因而 

(6. 4) ind^ <7 = /(a,a,£ 0 ) = J(d，{] t ，£。）. 

i 

对 (6. 4 ) 式求和并注意5在没有零点，我们得到 

\ / — 1 

k k 

/ = 1 i / = 1 

= 7(5,£ 0 ) = I(E 0 ,E Q ) = X(M). □ 

由上面的讨论我们 获悉： 在所述条件下，流形 M 的任何只 

有孤立零点的切向量场，其零点的指标之和是一个由 M 决定 
的不变量. 

下一步的任 务是： 说明我们这里所定义的 Euler 示性数与 
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组合拓扑学中用其他方法定义的 “ Euh 示性数”其实是同一个 


东西. 

引理6, 4设 R : / T — 矿是由下式定义的映射 

/I 1 一 1 i / +1 n \ 

p { { x ，… ，: r ，工 ，工 ，•••，:?：） 





fX 




则/,=代1*5” _1 的映射度为一1，即 

deg(/ 『） = —1. 


证明以/，心以― 1 为例写出证明.点（一1,0,… ，0) 是 
光滑映射/；的正则值，惟一的原像点是（1，0,…， 0) .若在这两 

点邻近以 Cr 2 , …， /) 为局部坐标，即以向相应坐标面的投影作 
为局部坐标映射，则乃的局部表示是该坐标平面上的恒同映 

射.依照 V 1 的外法线诱导定向，在点（1，0，*",0)处，坐标 

(• T 2 , … ， x n ) 是正向的；而在点（一1，0, …， 0) 处，坐标 ( JC 2 , … , x n ) 
是负向的.若在后一点邻近将坐标换成正向的局部坐标，则 /i 

的局部表示7^的 Jacobi 行列式改变成负值，因而 

deg (/j) = — 1. O 

引理 6. 5设映射厂： R n — R n 定义为 

r = P k ° h 。 …。 f \， 

其中的 A 是如引理 6. 4 中所述的映射.则对于(0，1]有 

wcr\s n -\o) = (- 1 )*. 

证明因为 r 在 Z ^ VintD ,) 中不取0值，所以 

wcr\s n -\o) = war\s n ~\o). 

我们记 

f=r\s n ~ l : 

因为 f = fr f k _'。 …。 a , 
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其中 /,• = ? = 

所以 

W(r\S n ~\0) - W(r\S n ~\0) = deg(/) = (- i) k . □ 

引理 6. 6 设 n 是/ r 中原点 o 的一个开邻域， v 和厂是 
定义于 D 上的以原点0为孤立零点的0°向量场•如果 

|| y ( x )|| 幸— id 化印\ {0} ’ 

那么 ind〆 = ind o r . 

特别地，考察这样一个向量场 

> 

r k 0r、 = P k 。 。 …。 

其中朽(/ = 1,"*，幻如引理 6. 4所述.如果 

F § T ^- F^TT 峨 ⑼， 

那么 ind 0 7 = (- 1)". 

证明 取足够小的 e >0, 使得 V 和 r 在 D e \0 中无零点. 
在\上，我们定义 

/V 一、— V (工） — 厂⑴ 

f(x) = ||Y(^) [ 1 gU) = |ru) II • 

则有 

ind 0 K = W(V\S £ ,0) = deg(/), 
ind o r = W (F |^ £ ,0) = deg(g). 

因为 /4: 适合条件 

/(xj g ( x ) , Vx 6* S c , 

所以 / 与 g 同伦 .由 此得知 

ind o y = deg(/) = deg ( 互） =ind 。 厂 . [ 

在前面的讨论中，对于紧致的定向光滑流形 M , 我们将其 
Euler 示性数 扒 AO 定义为切丛的零截面仏的自相 交数： 


308 


X ( M ) = I ( E 0 ， E 0 ). 

定理 6. 3 指出，切丛 TM 的任何一个只有孤立零点的截面， 
其所有的零点的指标之和恰好等于 X ( m = I ( E 0 ， E 0 ). 下面，我 
们将具体地构造一个只有孤立零点的切向量场,该向量场的所 
有的零点的指标之和正好与组合拓扑学中借助于单纯剖分所 
定义的 “Euler 示性数”相等.这样也就证明了从不同的角度作 
出的 Euler 示性数的两种定义实际上是一致的. 

为此，首先需要介绍下面的定义 6. 7. 

对于(有限)单纯复合形尺，约定将相应的多面体记为[尺]. 
定义 6.7 设 M 是紧致光滑流形，尺是一个(有限)单纯复 
合形 ， A : 是连续映射•我们称是 M 的一个光滑 

的单纯剖分，倘若 • 

(1) h : 是 C 0 同胚； 

(2) 对尺的每个单形〜都有 [ a ] 所在“平面”（即仿射子空 

间)上的开集，使得 / ilb ] : 可以扩充为从 

到 M 的 嵌入. （以下将这样的幵集记为 ) 

我们需要引用一个重要 定理： 

定理 6. 8任何紧致的光滑流形都具有光滑的单纯 剖分. 
这一定理的证明过程比较长，涉及的技术细节比较多.有 
兴趣了解这定理证明的读者可以参看 Muncres 著，李培信译的 
《初等微分拓扑学》 一 书的第二章. 

设紧致的定向光滑流形 Af 已光滑地剖分为单纯复 合形： 
Af = A([X]). 我们将首先在尺的各单形体 k] 上定义向量场， 

然后借助于嵌入映射 A ， 将 O ] 上的向量场移人: TAf ， 这样作成 
M 上的向量场. 

(1) 首先，在 K 的0维骨架上（即全体顶点的集合上） 
规定向量场取0 值： 


VU) = 0, Vx6X°. 
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(2) 假设在 K 的 s 维单形 W 的边界匕^上已经定义好了 
FCr ). 设 c 是 W 的重心 ，； r 是以 c 点为中心将 W \{ d 投射到 

的中心投影映射，&，&，•••，&是单形 W 上的重心坐标.约 
定记 

7(^) = (s + l) 5+1 A 0 (j ： )A 1 (x)***A 5 (x). 

对于 xGW \{ c }， 我们定义 

V (x) = (1 — rj{x)) 2 V (ttt) + 7( 工 ）（c — x). 

此外，还定义 V ( c ) = 0. (请 注意： 在邻近 c 点处，如果我们将 
V ix ) 表达式的前 一 项 （1 — ^( x )) 2 V (? rx ) 与后 一 项 t ^ Cx ) (c — x ) 

作比较，前一项是更高阶的无穷小量 .） 

用上面所说的办法，我们在 M =/ i ([/ C ]) 上定义了一个 C 0 
向量场.该向量场的零点是 K 的各单形重心 e 的像点，因 
而都是孤立的(参看图 31). 



图 31 


设 c 是尺的某个 5 维单形 A 的重心.在 c 点邻近， VCr ) 沿 

着 s 维方向趋向 c , 沿着其余 m - s 维方向远离根据引理 6. 6 
可知 
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ind y = ( - D\ 


如果将 k 的 s 维单形的总数记为 w ,， 那么 


/ CE 0 , 五 0 ) 


VI ind V = 


公 (― l):V s . 


上式右端最后一个和数正好就是组合拓扑学中借助于单纯剖 
分所定义的 “ Euler 示性数”. 


练习 K 

K . 1. 仿照第九章引理 2. 3完成本章引理 2. 8的证明. 

K . 2. 仿照第十章引理 1. 3完成本章引理 3. 3的证明. 

K . 3. 试构造 *5” 的光滑切向量场 r ， 适合这样的 条件 ： r 
仅有两个零点/>和❼并且 ind /^^ l , ind 9 r =(- l ) w . 

K . 4. 试利用 Poincare-Hopf 定理证明 X (* S 2 ^ 1 ) = 0, 

X(S 2A ) = 2. 

K .5. 试证* T 具有处处不为0的切向量场的充分必要条 
件是 ： n = 2 k ~ l . 

K . 6 .设了”二义 X … Xfh 个 S 1 的乘积流形），试证 

Z(T n ) = 0. 
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第十二章映射度的积分表示与 

Gauss-Bonnet 公式 


作为本章的预备知识，需要了解外微分形式的积分与一般 
Stokes 公式(请参看附录 S ). 我们约定以 #( M) 表示光滑流形 

M 上的所有光滑的々次外微分形式组成的集合. 

§1映射度的积分表示 

对于⑴，我们将 W 的支集定义为 

supp (o : = {x^ ： M\w =5^ 0}, 

若 supp Gi 是紧致的，则称⑵为紧支(外微分)形式. //(A/) 中由 
全体紧支形式组成的子集合记为 d c m). 

引理 1. 1设 0(/0 满足条件 

£0 = 0， 

则存在使得 

0) = dp . 

证明用归纳法.对于 《= 1 的情形，可以表示 
成 w=Wx)dx， 其中 g eC^(R\R l ). 我们记 

rx 

P 、 X、 = g(x)dx. 

J — oo 

， 广 + oo 

因为 j j (工)^ = 0,所以尸是紧支光滑函数，即尸6 

叱 (if 1 ) •显然有 
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= g(x)djr = dp t 



假设对于” =饥一1 的情形结论成立，考察的情形 • 


我们将⑴ ew (/ r ) 写成 


O ) 


gOo f ，： r ^ Jdr ’ 八 


这里 


X 


(A ，… ) , dx r 




dx 1 A 


# • • 


A 心 ' m _ r 


然后定义 


?(/) 



+ 


g(^ f ，工 w )dx w ， S 


gix f )dx\ 


显然 ( o^O 


m _ 1 


or — 1 ) 并且满足条件 


(O 


{gix^dx' 


6.x 1 



+ oo 


gix 1 , ) dx 




<o 


o . 


根据归纳法假设，存在 
3写成 


m — 2 


Oi m _1 )， 使得 s = d 》 .不妨将 


rn — 1 


P 


2( — l) l_1 孓八…八 d', 八…八 dlr^y 


(其中 dr ; 表示不含 clr ,.). 于是 


g{x f )dx f 


w 


d ? 


dh . } 

S 乂 ） dx ’. 

L V 乂， 


由此可知 




^ 3/ z * 

f= 1 t 


我们取 々 ecro ? 1 ，/? 1 )， 使得 



k(t)dt 


鲁 


然后记 


h nM f 



lg(x f ，/) 




显然 / i m 是紧支光滑函数，并且 
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3A 

m 

乂 m 




m 


g(x ! ,x m ) - 


因而 


g { x f ,x 


m 


g(x r )k(x m ) + 


m 

Bx 

m 


(X’ ，JT 


m 


ix f ) 
9x. 





dh 


m 


3x 

m 


O’，x m ). 


若记 


h t {x f ,x m ) = h { {x f )k{x m ) , i = 1，…， m 




1， 


则有 


gix f ,x 


m 



dh. (: r f ，: r 


m 


0J：. 


參 


我们看到 


0) 


g(x f f x m )dx f 八 dLr 


m 


/ 



^h t (x f ， x m 

3x. 


dr’ 八 dx 


m 


dp， 




其中 


p = 2 ( — D’-'CaOd:^ 八 … 八 cl^ 八…八 <ir m 

是紧支的 m 二 I* 次外微分形式. □ 

约定 设 W 是光滑流形， dimW = W .iV 的开集 Q 被称为 

“标准”的坐标域，倘若存在 W 的局部坐标 (Q4), 使得 


0(Q) = R \ 

外微分形式 ae#(iV) 被称为紧支于 Q 中的形式.倘若 supp ⑴ 
是紧致集，并且 

supp oj a 

引理 1.2 设 M 是定向的紧致光滑(无边）流形， AT 是定向 
的光滑流形，并且 dim M=dim N = n , 又设 Q 是 W 的 一 个“标 
准”的坐标域， o^/TOV) 是紧支于 Q 中的外微分形式，满足条 
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件 

(L 1) 


co — 0. 

则对任意的 feC °°( M ， N ) 都有 

广⑴= 0, 

j Af 

这里 r ⑴的 定义见附录& 2.4. 

证明从条件 （1.1) 可知，存在厂 VQ)， 使得 

(L 2) co = dp. 

注意到由 （1.2) 可得 

/* ^ = dp = d(f^p) = f^p= 0 * 

J M J M J M JdA/ 

在上面的推导中，我们引用了一般的 Stokes 定理. □ 

推论 1. 3 关于 M ， N，Q 和/的假定如引理 1. 2中所 
述•设％和％都是紧支于 Q 中的光滑的〃次外微分形式.如果 



那么 





% 


约定设和 V是 1T 中的开集.我们约定以 Diff0；，\0 表 
示从到V的所有的微分同胚组成的集合. 

引理 1.4 设 C / 和 V 是 / T 中的开集，⑴是紧支于V中的„ 
次外微分形式.则对任意的 /GDiffO/，V) 都有 

f*m= (sgn')! <w ， 


这里 sgn 心是/的 Jacobi 行列式的符号. 

证明可设八… ^ dy n . 根据微分形式的变换 
法则与重积分的变换公式，我们 算出： 



g(f A … f\djc 

J u 
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Jf / 

产 

=(sgn J f ) g*(/(i)) 1/Xx) 

Ju 

=(sgnJ f ) g(y)dy^-dy n 

Jy 

=(sgnJ f ) 发（ : yOd% 八 … 八 d 又 

^ v 

* 

=(sgn J f ) ( o , [ 

jv 

定理 1.5( 映射度的积分表示）设 A / 是紧致的定向光滑 
流形，是连通的定向光滑流形 , dim dim N = n. 又设 Q 是 

N 的一个“标准”的局部坐标域〜 exr ( AO 是紧支于 Q 中的形 
式， /€ C °°( M ， JV )， 则有， 

J /* < t ) = deg (/) J < w . 

特别地，如果 0 还满足条件1，那么就有 

deg (/) = j ^( o . 

* 

证明 在 Q 中任取/的一个正则值 g . 根据“唱片引理”， 
/ _1 (?)是有限 点集： 

/ _1 (9) = {&，._•，/>*}， 

并且存在9的开邻域 VCIQ 和 />,. 在 於中的 开邻域 a t O = l , 
…，々），使得 

(1) W 关）； 

(2) 厂 1 (io=t/ 1 u.“ut/ 々； 

(3) f \ U { : U 广 V 是光滑同胚. 

我们选取一个紧支于 v 中的形式 a , r en n ( N ). 必要时乘以适当 
常数，可设 o / 满足条件 
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于是（根据推论 1. 3 和引理 1. 4) 有 

= 

i — 1 i ^ 

=deg(/)jo/ = deg(/)/. 口 

定理 1. 6( 积分变元替换的映射度公式）设 M 是紧致的 
定向光滑流形， W 是连通的定向光滑流形， dimM=dim JV = ?2, 
/eC°°(M,iV),a>e^(JV). 则有 

JV* w = deg(/)|a>. 

证明我们首先选取 iV 的一族“标准”的局部坐标图卡 
{(Q,^)} ，使得级= {Q} 覆盖了 然后选取从属于覆盖沒的一 

h 

个单位分解 （{supp7«} 具有局部有限 性）： 

1 ^ 2 1(30* 

a 

我们将 w 表示成 ^ 


这里是紧支于某个“标准”的局部坐标域中的形式.根 
据定理1.5， 

一 % = deg(/)jw a . 

因而有 

f*w= 2 f*^ a = ^2deg(fy L 

^ a ^ a J 

= deg(/>2 k = deg(/) L □ 
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§ 2 Gauss-Bonnet 公式 


赋有确定 Riemann 度量的光滑流形被称为光滑 Riemann 
流形.设 X 是定向的《维光滑 Riemann 流形.在 X 的各个局部 
坐标域上，给定的 Riemann 度量（对称正定的二阶协变张量）表 
现为 

(2. 1) (“j = 1 ， … ， 72). 

我们约定记 

(2.2) g — det (^ 0 ). 

考察外微分形式 

(2. 3) 八…八 dx w . 

容易 验证： 由 （2. 3) 所定义的形式不依赖于正向局部坐标系的 

选择(对正向局部坐标的变换具有不变性).我们把这样定义的 
形式称作 Riemann 流形 X 的面积形式(或称作面积微元）. 

如同第十章§ 4中所述，我们将 矿 +1 的任何一个连通的《 
维光滑正则子流形 X 称为“# +1 中的超曲面”，并且认为在 X 
上赋有由 矿 +1 的 Euclid 内积诱导的 Riemann 度量. 

设 X 是 / T + 1 中的紧致的超 曲面. 则由 X 的外法线方向可 
以确定流形 X 的定向.因而任何紧致的超曲面都是可定向的. 

考察矿+ 1 中的两个紧致的超曲面 M 和从设 M 和 JV 的 
“正向”面积形式（即表示“正向”面积微元的《次外微分形式） 
分别是 Am 和^如果/ : M ^ N 是光滑映射.那么 /* 是 

M 上的一个光滑的《次外微分 形式. 因为 W ( M ) 限制在各点都 
是1维线性空间，所以 /* 与乂财逐点 相关： 

(2.4) f * A N ( x ) = 

我们将 (2. 4 )式中的系数 ACr ) 定义为映射/在点处的 
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Jacobian ， 记作 

(2 - 5) J f {x) ； = A (: r) 

设 m 是中的一个紧致的超曲面.对于任意的 ^ eM , 
可以确定 M 在: r 点的单位长外法线向量 GCr )， 这样定义了一 
个映射 G : 映射 G 被称为超曲面 M 的 Gauss 映射.这 

个映射在工点的 Jacobian 被称为 M 在 x 点的 Gauss 曲率.记 
为 

(2. 6) K (x) : = J G (x) (xG Af), 

关于偶数维超曲面 M 的 Gauss 曲率沿该超曲面的积分， 
有以下著名的定理. 

Gauss-Bonnet 公式设《是偶数， Af 是 i ? n+1 中的一个紧 
致光滑超曲面，则有 

k ( x ) a m u ) =备 rj ( M ), 

J M L 

式中 Z ( AO 是 M 的 Euler 示性数 ，'是 w 维单位球面 * S n 的面 

积. 

特别地，对于« = 2的情形，/ 2 = 41因而对于及 3 中的超曲 
面 M 有这样的 公式： 

K{jc')A m (jo) = 2nX(M). 

•> M 

证明为了叙述方便，我们将证明分成若干步骤. 

(1) 根据 Gauss 曲率的定义 

K(jo)A m (x) — ,/ G CrM M Cr) = G * A s »(x). 

运用积分变元替换的映射度公式，我们得到 

* 严 

I J g {x)A m {x) = A s n{x) 

J M J M 」M 

= deg(G)| /l 5 » = deg(G) • y”. 
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于是，为了证明 Gauss - Bonnet 公式，只须证明 

deg(G) = y^(AO. 

为此目的，我们需要将 Gauss 映射（即单位法向量场）与适当的 
切向量场联系起来. 

(2) 选取，使得 a 是 G 与 一 G 共同的正则值.于是 a 
与一 a 都是 G 的正则值.我们在 A / 上定义这样一个向 量场： 

V(x)= (- a) - ((- a) • G(r))G(jr) 

— (a • G(x) )G(x) — a j 

式中的圆黑点 “ • ”表示矿 +1 中的内积运算(请参看图 32). 

G ⑷ 

i 



图32 


向量场 V ( x ) 的零点就是使得 GCr ) = ± a 的点1 因为士 a 
GY 是 G 的正则值，所以 V (* r ) 的所有的零点都是孤立的.又 
因为 A / 是紧致的，所以 V ( r ) 的零点数目有限.为了计算 VU ) 
在各零点处的指标，我们需要计算 dVCr ). 

(3) 我们写出 VU ) 的表示式 

V (x) = (a • G(a:))G(x) — a, 

对这表示式作微分运算得到 

d^ x (^> = (a • G(x))dG x (^) + (a • dG x ($))G(j ：), 

这里仏 r ，/. 因为 
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G(x) - GU) = 1 ， MxeM ， 

所以对任意的有 

G{x) • AG x {^) = 0. 

于是，在使得 GO) = ±a 的点 t 处，应有 

a • dG:(f) = 士 GO) • dG r (^) = 0, 


因此，对于使得 G(x)= 土“的点: r 有 



[ dG \， 

右 G{x) — a ， 

dv - j 



X 

卜 dG x ， 

若 G{x) — — a 

又因为 dim M=n 是偶数，所以 


SgnC-G)^^ 

K 〆 


因而对于 GO )= a 和 G(x) = —a 这两种情形都有 

S g nF ^x = S g nG *, x - 

(4) 向量场 V 的零点的集合 Z 可以表示为 Z = Z + U 2 L ， 

其中 

Z+ = { ， GMIG^jc) = a} = G 1 (a) , 

Z_ — {x^：M G(jt) = — a) = G~ l ( — a). 

根据 (3) 中得到的结论，对于任意的 Z 都有 

S ^ nV = S ^G ^ x . 

利用环绕数与（局部）映射度之间的关系，对任意的 xGZ 容易 
得到 

ind . y = Sgn 7 # ^ = Sgn G^ x ， 

据此，我们算出 

2 ind ^= 2 ind r y + 2 md x v 

= 2 S g nG *，：r + S S g nG *，x 

x 6 Z _ 

=deg(G) 4 - deg(G) = 2deg(G). 
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根据 Poincare - Hopf 指标和定理，我们得到 

deg(G) = 

综合以上的讨论，我们已经证明了 Gauss - Bonnet 公式： 

KMA m M = ~y n x(m. n 

J M ^ 乙 

练习 L 

L . 1. 设是 1 T +1 中的半径为 r 的球面.试根据 
Gauss 曲率的几何意义计算 M 的 Gauss 曲率. 

L . 2. 试利用 Gauss-Bonnet 公式计算的 Euler 示性数. 
解答下面的练习 L . 3和 L . 4需要知道紧致连通可定向的 
二维流形的拓扑分类. 

L .3. 设 M 是/? 3 中的紧致超曲面，其 Gauss 曲率适合条件 

K (/ >) ^ 0, V p ^ M f 

并且尺(/>)不恒等于 0. 试证 M 同胚于 S 2 . 

L . 4. 设 M 是及 3 中的紧致超曲面，其 Gauss 曲率适合条件 

K(p) > 0 , ypeM. 

试证明 Gauss 映射 G : M — S 2 是一个微分同胚. 

L .5. 设^是偶自然数， M 是 矿 +1 中的紧致超曲面,适合条 
件： 

( 1 ) K(p)>0 f >/peMi 

( 2 ) X(M) = 2. 

试证： M 微分同胚于 
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附录 5 外微分形式的积分与 

一般 Stokes 定理 

§ S . 1对偶空间及其外幂， Grassmann 代数 


设 V 是给定的（有限维）实线性空间.若映射/: V —及 满 
足这样的 条件： 

f ( a : + fy ) = afCx ) - {- pfiy ) , V «， 卢6/?， » 
则称 / 为线性函数.我们约定将定义于 V 上的所有线性函数的 

集合记为 K ' 

定义 5. 1.1 按照通常方式定义线性函数的加法运算及乘 
以实数的运算，成为一个线性空间.我们把这样的线性空间 
称为 V 的对偶空间. 

注记 5.1.2 对于 /ef 和常常把/在 x 点的值 

记为 

</,x> : = /(X). 

• P 

容易 看出： 给定 v 的一组基底&，•••，&之后，线性函数 fev * 
由它在基底向量上的值所完全确定，即/由 

〈/，〜> ， y = 1 ，•••，《 

完全确定 • 

设选定了 v 的一组基底&，…，\.则 xev 可惟一地表示 
成 

n 

(S- L 1) jc = We ., 
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借助于表示式 a 1 . 1 ), 我们定义这样一些映射 

f \ x、i = x k f k — 1 ， …， w . 

容易看 出 0 = 1 ，…， w ) 并且 

(S. 1. 2) </'，〜〉=<， /，j = l ， w ， w. 

任何一个 g ev * 都可以由/,…， r 线性 表出： 

n 

( S . 1, 3) # = S 〈茗，〜〉 尸. 

i = 1 

定理 5. 1.3 选定了 F 的一组基底 q ，…， 之后，由 

( S . 1. 2) 所决定的线性函数/，_••，/”构成 V * 的一组基底（称 

为相应于&,•••，&的对偶基底).因而对偶空间的维数等于 
空间 V 的维数： 

dimV * == dimV - n . 

证明利用 （ S . 1. 2) 式容易证明 f ， …， f n 是线性无关的. 

由 a 1. 3) 式可以看出/ ,…，/”是 V * 的生成组. □ 

设 K 是有限维实线性空间.我们约定以表示 V 的/>重 
乘积，即约定记 

P = V" X V" X …X V". 

、 V- ' 

定义 6.1.4 (1) 如果映射史：对任意的斤{1，…， 
p ) A,«；e v 和 a ， p & R 满足这样的 条件： 

I 

<p{u x ^^ ,u i _ lJ orv + /?w ， w,. + 1 ， … ， “ 声） 

=呼 ，…_ 1 A ， w /+1 ，… ， u p 、 

+ ， … yU i _ l 9 XV,U i+l ^ — 1 ,U p ), 

那么我们就称 f 为 y 上的 p 重线性函数. 

(2) V 上的/>重线性函数炉被称为是反对称的，倘若对任 
意的^，…，和任意的{1，…，/>}，/<)，以下条件均 


324 



得以 满足： 

,••• ，〜，… ， Up ) = ——( fiu x ，…，〜，…，“，.，… ， u p ). 

(3) V 上所有的反对称/»重线性函数组成的集合记为 

八 V ' 

记号约定 5. 1.5 (1) 约定以^表示由{1,“•，户 } 的所有 

的置换组成的集合(这是一个有/>!个元素的群). 

(2) 对于* 约定记 

] 1，倘若 a 是偶置换， 

sgn (T — < 

1—1，倘若汉是奇置换. 

(3) 设 V 是实线性空间，炉是 F 上的/>重线性函数 we 
•5^. 我们约定用记号 〆 表示这样定义的一个/>重线性 函数： 

〆 (〜 ，…， 1/户）：=^心⑴，… ，〜 户>). 

(4) 设 V 是实线性空间#是 V 上的/>重线性函数.我们约 
定用记号表示按以下方式构作的一个/>重线性 函数： 

^< p i = 2 ( s g n < T ) 〆 - 

引理 5.1.6 (1)( 〆 /= 〆 ' 

(2) 如果 y 是一个 js > 重线性函数，那么^是一个反对称 
的/>重线性函数. 

(3) 如果 p 本身是反对称的力重线性函数，那么 

9 ° — (sgn <7) 炉 ， (/>!)§?• 

证明留作练习. □ 

定义 S . 1.7 设 F 是一个实线性 空间. 

(1) 如果 p 和0分别是 V 上的/>重和 g 重线性函数，那么 

按照以下方式定义的 p ^ q 重线性函数炉®少被称为炉与0的 
张 量积： 


9® 伽 x ，… ^ p ,u p+l , — ^u p+q ) 
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9 ('，•••，〜） 中、 u t >+\ 




(请注意： < P ® 汐尹爹 ® 弘） 


(2) 如果 AV " A V * ，那么按照以下方式定义的 


< pA<pe ap + v # 被称为 p 与 4 的外乘积 


9八必 


PlQl 


^ (沪®必） • 


引理 5. 1.8 设 V 是实线性空间4和4分别是 V 上的 
重和 S 重线性函数，则有 

( 1 ) ^{<p® tp) = ( — l) rs ^(<p ® <p) i 

( 2 ) (^ 9 ) ® (p) = rl H<p® 0 )， 

u^(<p ® —s\ if (x) <p). 

证明 （1) 以 7 表示这样一个置换： 


( 


_ * * 


S 


5 + 1 


* • • 


S 



\ 




+ 1 


-h s 


则有 


sgn 7 


(― 1 ) 


rs 


<P®<P 


(^( X ) f)l 


因而 


<p)= 2 (sgnff)(<p0 tp) 


C 


2 ( sgn ^)(0® < p ) 




^6^ 




(—1 广 2 (sgn ya)(<p®9> 






( — i (0 (x) <p) . 

(2) 我们约定把 re ^ r 也看成是的这样一个元素 


f 


r 


[r(l> 


* • • 


(r) 


r + 1 


1 


# • ♦ 



+ s ) 


计算得到 
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0 <p)= 2j (sgnr)^ r j ® <pj 

二 (sgn r)i((〆）® 必） 

r ^r 

= 2 ( S g nr )"^((P® A/) 

r^5^ r 

=XI( s g nr ) XI (sgna)( 9 ?® <py a 

砂 r 心 r+J 

= 2 2 ( s s n ( rcx ))(p® 必广 

r€ ^ r …… 

= > : (p(§) P) = 广 !^ ^(p(§) 0)* 

^{ 9 ® <^0))= (- ® < p ) 

h 

= (— iy s s \ u ^ {(p 0 < p ) 

= ( p ), □ 

命题 5.1.9 外乘积运算 A 具有以下 性质： 

(1) 关 于沪和 4分别都是线性的； 

(2) 如果史€ a ^ v * yv * ，那么 

<p A <P = (— l) r V A 

(3) 运算 A 是结合的，即 

(^A *P) t\& = <p!\ A ； 

(4) 对于畀 € 六。1^*(1 = 1，一，々)有 

灼八 … i\9k = (巧 ® … ® 朽） • 

f 1 - r k* 

证明 （1) 是显然的.下面证明 （2)，（3) 和 (4). 

( 2 ) fl\ ip = ( 97 ® ip) 

r • s • 

=(—1 广 ~ri^ (0 (x) 9 ?) = (— 1 Y s ip A ^ 

5! r! 

⑶设枚 Kv\ 0eA 5 v% ee/iv " ，则有 
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(r + s)\t\ 




O + 5) U! 





^{<p® <p) 




(r + s)lrls\tl 


(9® <p) ® 0) 


(r + s)\r\slt\ 


(r + s)\u^a<p®ip) ®d) 


- (炉没). 

同样可以证明 


9 h W ) = 屮® 的. 

( 4 ) 仿照 （ 3 ) 证明中的作法，对々归纳，就可得到 （ 4 ) 的证 
明. □ 

记号约定 6 . 1 . 10 设 7 是《维实线性空间，我们以 
{ 1 ， …， w } 为基本标号集 • 

( 1 ) 设、，…，{ 1 ，…，》}，我们称■/= (込， … “ p ) 为 P 阶 
重指标. 

( 2 ) 设 i ，… ， j p € 彳 1 ，… ， w } 适合条件 

1 < 人 < ) 2 < … < 々 < »， 

则称♦/=(/，•••，)>)* />阶上升重指标. 

( 3 ) 约定以 4 = 00 表示所有的（以{ 1 ，…，幻为基本标 

号集的)/>阶重指标的集合;约定以表示（以 { 1 , …, 
w 为基本标号集的)/>阶上升重指标的集合.显然有 / p [y 〆 

( 4 ) 设 4 ，…，〜是 V 的一组基底•对于 7 = 4 ，…， 

我们约定记 

e I = (%，"•，％、• 

( 5 ) 设沪是从 V 到及的 映射. 对于心） e 义，我 
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们约定记 


<pie^ = <p{e i ，••_，〜）• 

1 P 

(6) 设 V "，心是 V 的一组基底，/，•••，/”是相应的对偶 
基底.对于 7=(^ ，…心 ）64,我们约定记 

/ = /，八…八/•，. 

命题 6. 1. 11 设 V 是 n 维实线性空间岣，…，心是7的一 
组基底，/，…，尸是相应的对偶基底. 


⑴对于夕<«，任何一个炉 e A P V * 由它在各 


上的值完全确定 
(8.1.4) 




E 批)八 




P 


(2) 对于/><〜反对称/>重线性函数 

f ， j^/ p 

构成的一组基底.因而 


dim W 


r 


、 P, 


♦ 


(3) 对于 g > n ， 


A 9 V 


{ 0 }. 


证明 对于 J ， 尺约定记 





1， 如果 J 


K ， 


10 , 


如果 J ^ K . 


容易验证 
(§• L 5) 


尸 （ e K ) 




(1) 由于重线性性质和反对称性质，显然任何一个 


9^ AV " 由它在各个上的值所完全决定.因为 
ai . 4) 等号两边的式子在各化上的值完全一致，所 
以该等式成立. 
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(2) 根据 a i . 4 )，反对称户重线性函数 f , Je / p 生成 
根据 a i . 5 ) ，很容易验证这些 / ae / y 是线性无关 
的，因而构成的基底.由此得知 


dim A P V 




P 


(3) 设？>〃•对于 


n 




s 


S \ t e t 9 ' 


1， 




Q 


利用 ？ A V * 的多重线性性质可得 


v .", 〜叫 1 q 1 " 

因为？>«，所以在'，…，^之中必有两个相同的，利用 f 的反 
对称性质，容易看出 〆 ~ ，…, $ )=0 .这证明了 

1 今 

a 9 v* = { 0 }. □ 

附注如果不限于/>阶上升重指标，那么我们可以把 
(& 1.4) 式改写为 


(§• 1. 6) 



记号约定 5. L 12设 V 是 w 维实线性空间，是其对偶 
空间，我们约 定记： 

AV* - R y aV # = y # , 

AF" - 八 V* ㊉ 八 V* ㊉…㊉ 八 7* • 


定理 5. 1. 13 AV * 连同所定义的加法，数乘和外乘运算 

构成一个代数，称之为外代数或 Grassmann 代数•该代数的维 
数为 . 


330 


dim 八 V* = 

[0 




附注对于〃，容易看出 

A P V ^ = 八…八 V * ， 

、 - V -^ 

户个 V* 

因而八 " V # 被称为 W 的/>重外幂空间.如果/>+9>心那么对 

于炉 eA ^ V * 和显然有 w \0=0. 

定义 5.1.14 设 V 和 W 是(有限维)实线性空间.约定以 
L ( F ， W ) 表示所有从 V 映人 W 的线性映射组成的集合.对于 A 

euv , wm < peh p w * ，我们定义这样一个: 

A <p(v l ,••• ,^) ' = <piAv x , ••• ,Av ). 

于是，由 ze / xv , uo 诱导了一个线性映射 

A * eL (^ W % A p v * ). 

a 

命題 6.1.15 对于炉 eWS 和 Ae / xy ， wo , 

以下等式 成立： 

I 

A * (9? A 0) == dA *< p )/\ U * ip ). □ 

命題 6.1.16 设 V 是 n 维实线性空间屮 ，…, &是7的一 
组基底，经由这组基底表示为 

n 

Ae J = 2 a o e r 

i = l 

则对任何一个 $? eA n T ^有 

<p= det( 〜 )9?. 

证明根据定义，容易算出 

，…， 〜）= 9(4 勺，…， 



2 ^^(1)1 ⑷〜 (1) ，…，〜 ( n ) 


n 
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2 ( s g nff ) 


<T(I)1 



tf{«) 


<pie 




n 


n 


det (〜 )〆 勺， … ， e n ). 


这证明了 f—detCa* )^. 


□ 


§& 2 余切丛与余切外幂丛，外微分形式 


定义 5.2.1 设 M 是一个微分流形， />eM. 我们把切空间 

I . 

的对偶空间 


定义为 M 在/>点的余切空间. 

设/是在/>点邻近有定义并且连续可微的实值函数, y 是 
M 上通过声点的一条连续可微曲线 (7(0) = /)). 对于/所决定 
的切向量 [y]e7y^， 我们定义 

I 

(5. 2.1) d/([y]) := ^(/o 7(0). 

ar r=o 

选取 Af 在 /> 点邻近的局部坐标图卡 0/,9>), 可以将 d /([ y ]) 表 
示为 

(5. 2. 2) d /([ y ])= 去((/。纩^。（炉。 y > ⑴）_ 


十 ac / oyr 1 ) d(〆 

h ~~^ 


y。/ ⑴） 

dt 



这里（且在以后许多类似的情形中），我们采用了如下的简化记 
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号： 

b/ _ ac/ofiu)) 

其中的/表示 IT 向其第/个因子空间的投影. 
从 a 2.2) 式可以看出，微分 

d/s T fi M — R 

是一个线性函数，即 


dx 

~dt 


d(7T f 。 <p 。 7(0) 

dt 




flrf* A] 


0 


a 2, 3 ) d/er； m . 

特别地，对于局部坐标分量 i = / 。 P 的微分 dx ; , 有这样的关 
系 



也就是 



( S .2.4) 



3 x J 



设 M 是 （T 流形 （r>l)，（t/， 的是 M 的局部坐标图卡, 
oc 1 ， …， /) 是由9 给出的局部坐标，•从 a 2. 4 ) 可以看 

出，余切空间 7 ^ M 的标架 dr 1 ,… ，dr n 是切标架&，… ，&的 

对偁标架（即对偶基底）.当户点在 C； 中变动时，（鉦 1 ，…， dLr”) 
构成II的标架场.而当局部坐标改变的时候，局部标架 

peif F 

场之间的变换是一个 1 变换： 


djo 1 


* 

n t 

^- i d y - 

*=i oy 
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从以上的讨论可以 看出： 

(§•2.5) T^M = JlT；M 

构成以 Af 为底的一个 C ^ 1 向量丛.类似地，考察局部标架场 
d / G / e 上) 可知： 

(8. 2. 6) A k T* M=II /\ k T*M 

P^M P 

构成以 M 为底的一个 f 1 向量丛. 

定义 S . 2. 2 向量丛 ( S . 2. 5) 和 （ S . 2. 6) 分别被称为 Af 的 
余切丛和 G 次)余切外幂丛. 

定义 5. 2. 3 设 M 是一个 （ T 流形 ( r ^ l ). 余切外幂丛 

八 Af 的 C 5 1) 被称为 々次 C " 外微分形式 • 

借助于局#__，々次外微分形式 w 表示为 

( S .2. 7) (o — 2 gj ( jo ) da: J 

= 2 貧）…） （：) d ? 1 八 … A dx h . 

1 * 

容易 看出： 当且仅当表示式 ( S . 2. 7) 的各个系数 gvCr ) G /€，) 

是 C " 函数时 G < r _ l ) #是 C 形式. 

定义 8. 2.4 设 M 和 AT 是 CT 流形 ( r > l ),/ eC r ( Af , iV ). 
切线性映射 

/. fP ^ T p M ^ T f{p ,N 

诱导了从 f \ k T ;( p 、 N 到 A M 的线性映射/? . 对于上的 k 

次外微分形 式〜我 们定义 

(/* 如 )〆=/? (<w， ⑷) • 

于是,/ # 出是定义于 M 上的一个 A 次外微分形式 • 

对于 iV 上的0次外微分形式，即连续可微函数^我们将 

rg 定义为这样一个 函数： crgKp )= g anp )). 
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引理 5.2.5 对于如上定义的/ # ，有以下这些 关系： 

(1) f * ( A l a > 1 - hA 2 ft > 2 )= A 1 / w co l -\- A 2 f * w 2 ( Aj , A 2 GR ); 

(2) f ( wm = f * cu /\ f * d ; 

(3) (g 。 /)* (o=f* {g* (o). 

证明留作练习. □ 

例 6. 2 . 6 设和 v 分别是 ir 和 r 中的开集 ， /e 

c l { u ， v ). 约定以 ( x 1 ，… ，: r w )*( y ，… ， y ) 分别表示 t / 和圹中 
的坐标，则 有： 

( 1 ) f * dy = 2 ~7 dx ， = df J i 

^=i 9 x 

(2) 设仿 =E A ( y ) d 3 /是 F 上的一个是次外微分形式， 
则/#如是 U 上的这样一个々次外微分形式 

/* W 2心(/(文))/* dy = ； 

I I 

(3) 特别地，对于 m = n 的情形，设 a ; 是7 上的； z 次外微分 
形式，则有 

^>= 1 g ■(: y)<iy 八…八 dy * ， 
f * < o = ^(/( xDcl / 1 八…八 d /” 

= 茗 (/⑴) :(/: ，…，’:^ 1 A … ^ da : n . 

d(x ，…， j ：) 


§ S .3 外微分运算 d 

■ 

为了避免琐碎的细节，本附录以下将只限于讨论 C °° 的情 
形. 

记号约定 5. 3.1 设 M 是 n 维光滑流形.我们约定将 M 上 
的所有光滑的々次外形式组成的集合记为 n k ( M ). 我们还约定 
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记 


a\M) = c°°(m 9 r )； 

rr+’(M) = {o }，i = i ， 2, 

niM) = «o 0 (ao ㊉ dew ㊉…㊉ c(m) ㊉…. 

注记 5. 3. 2 设 /e/2 0 (M)=C°°(M,*) ，则对每个 p 云 M , 

(d/\ 是从 7yif 到1?的线性映射，即 （d/) p e：r;M. 由此可见 

d/ 是 T # M 的光滑截面.因而 d/edOO. 

定理 5. 3. 3设於是《维光滑流形，则存在惟一的运算 
(称之为外微分运算） 

d : n(M) —n(M), 

适合以下这些条件： 

(^)如果 /etf (M)=C°°(M, 及〉 ，那么 d/ 如注记& 3. 2 
中所述； 

(D 2 ) d 是线性的，即 

dCAjCOj + A 2 w 2 ) = Ajdwj 4- A 2 dw 2 , 

，弋 e 及，％ ，气 gjooo ; 

(D 3 ) 如果疗 ( M), 那么 

d (<w /\ 汐 ）= (Jw 八汐 + ( - l) s <w j\ d^j 

( d 4 > 对于 /etfcAOrcro^io， 

d(d/) = 0. 

我们把定理 S. 3. 3 的证明分解为以下的引理 S. 3. 4,引理 
S. 3. 5和引理 S. 3. 6. 

引理 5. 3. 4满足定理 S. 3. 3中条件 (Di)〜(D 4 ) 的运算 d 

I 

具有局部性.这就是说：如果 U 是 M 的任意开集，那么 (do>) |U 
完全由所决定. 

证明假设 = 丨 t/， 将 证明： （dw) |f/=(c^) |f7. 
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以 0 )— 6 代替出，只须证明 

( o\U = 0 > ( da >) \ U — 0. 

对于任意一点选择闭包为紧致集的开集 V ，使得 


/> e wczwczu. 

然后选择 / ec °°( M ， io ，适合条件 


f(q ) = 



VgeMV /. 


于是有 /( g ) a >(^)=0, VgeM . 根据条件(以）和 （ D 3 ) ， 

0 = = df A ^ + fd<o 9 


因为 d /(/0 = 0 且/(/0 = 1，所以 

(da>)(/>) = f(p) (da)) (/>) = 0* 

又因为/>是^/中任意一点，所以 


(doj) \U = 0 . □ 

引理 S .3 .S 满足定理 S .3.3 中条件(0^〜(0 4 )的运算 d 
是惟 一 确定的. 

证明由于引理&3.4,只须限制到一个局部坐标域上加 
以考察.基于线性性质 ( D 2 ) ，不妨设以 07) 是这样一个“单 
项”形式 

a* = /(工 A … A dx**. 


根据 ( Dp ，（ D 3 ：^( D 4 ) 可得 

da> ~ df A (Lr* 1 八…八 dx**. 

由此可见，满足条件(^)〜(0 4 )的运算 d 具有惟一确定性. □ 
引理 5. 3. 6满足定理 3. 3中条件 ( Di )〜( D 4 ) 的运算 d 
确实存在. 

证明先设 r 是 m 的一个局部坐标域，并设 a ^ r / az ) 是 
迭样一个“单项”形式： 

4 ¥ 

a) = f (x)cLr' 1 A …八 dx' 
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从引理 3.5 的钲明得到启发，我们定义 

r ■ 

dco = d/A A **• A dj ： *. 

特别地，对于/60 <) 0/>=€ >00 ([/，及），这里的定义与注记§.3. 2 
中所述的一致.按照线性原则，可以将上面所定义的运算 d 扩 
展到所有的 wemt /). 

下面验证所定义的运算 

d : n ( U )~^ a (. u ) 


满足(相应于的）条件我们定义的方式已经保证 
了①一和①一成立，为了验证 ( D 3 ) ，不妨设 

(o = /(jOclr' 1 /\ …八 dx 〜 = f (x)dx ， 


J 

6 — g(x)dx Jl A A dx J t = g(x)dx . 

于是 ， 

a) f\d = f (jc)^ r (j ： )dj： / A dx J . 

根据我们的定义 

d(w /\d)— d(/ • g) A dx 1 A dx J = (gdf + fdg) A dx z A dx J 

a 

a 

=(df A dx 1 ) A (gdjo J ) + (— l) 5 (/dx 7 ) A (d^ Adx 7 ) 
= do > A ^+ (- l ) s ojAd & 


下面验证 ( D A ). 从 d / 的表示式 


df 


^ x j 




可得 


n 


d(d/) 


Sd 


3 x J 


dx J 


a 2 / 


T^i 3X 


dx r A dx 7 


E A dx 

dr ax 



2 晶心 a 心). 


在最后一个和式中交换“哑指标” / 和 i 的地位就得到 
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d(d/) 



^ ^ -dx A dx J + 2 ^ ^i{. i Adx 

ax J ox 


3 j : ? 3 x 



r 


3 2 / 


Bx 1 Bx J 


3 2 / 1 

djc’djr 1 


dx z A dx 7 


0 + 


上面，对于 M 的任意一个局部坐标域 f； 定义了 


: n(U)-^n(U). 

. • 

对于一般的 wemA /) 和任意的我们可以任意选—个 
包含/>点的局部坐标域 (/，然后定义 


(dco)^ — (d"(a>|i/)) A . 

如果 M 的两个局部坐标域 f/ 和V都含有々点,那么由于引理 
S. 3. 4和引理 S. 3. 5， 

(d [； (a>|t7)) /( = (dyp^wIC/nV))〆 

(^(^1^))^= (d t7nv (<y|C/n^)) /> * 

(d [7 (a»jt/))^= (dy (a> IV) ) fi . 

因而所作的定义确当无歧义. □ 

定理 S .3.7 设 A / 和 iV 是光滑流形, 
uv)， 则有 


d(f*<o) = f*dco, 

证明先取 W 的局部坐标域V，然后选取 M 的局部坐标 

域 f/， 使得 /(u)czv, 鉴于 d 和 r 定义的局部性质，我们可以 
限制在 U 上验证 

I 

_ 

■ • 

d(/*co)jU =- f*dcojU. 

不妨设 

^ = 岌（ 30(1;/1 A … A dyk = giy^dy 1 . 


d(/* 如）= d(^(/(x))d/ / ) = d(g(f(x))) Adf 1 


于是 
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= 广 dg(y) Af^dy 1 = / # (d^(^) A dy 1 ) 
=/* do>. 口 


§^4 微分形式的积分与一般 Stokes 定理 

« 

定义 6. 4.1 设 A / 是一个 C °° 流形，的子集 
合 

suppa> = {p^ ： M\co(p) ^ 0} 

被称为是 w 的支集(或支撺集). 

若 suppa > 是紧致的，则称 a > 为*支形式.约定将 M 上所有 
的是次紧支光滑形式的集合记为我们还约定记 

O c {M) - #(A/) ㊉ <( 況） ㊉… 

… © !Q:(M) © •••• 

定义 6. 4. 2设 M 是定向的 n 维 C °° 流形， a /，^ 是 M 的 
一个正向局部坐标图卡，适合条件 suppcodt ；. 于是 
»>可表示成 

r 

(5.4.1) a> = /CzOdr 1 八 … A cLr”. 

对这种情形，我们定义 

(o ： = /(x)d.r 1 ***(ir n , 

j J 〆[；) 

这里等号右边的积分就是通常的》重积分. 

命题 S .4.3 上面定义中的不依赖于局部坐标图卡的 
具体选择. 

证明设( V ，#)是 M 的另一个正向局部坐标图卡，也适合 
条件 suppa > CV . 则在卩门 V 上， w 具有两种局部坐标表 示：由 
0/，0所决定的 ( S .4.1) 和由( V #)所决定的 

(§• 4. 2) <w = ^*( < y)djy 1 A A dy*. 
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(1) sxippco^dUj / = 0 ， 1 ， …， 

( 2 ) 

f* /* A 

那么 ％ = % + … + %• 

V J J 

定义 5.4.5 设 M 是定向的; I 维光滑流形，如 6%( M ). 任 
取 M 的一个局部有限的正向局部坐标图汇 UR ,%) /} 和 

从属于覆盖 { C />€ d } 的一个单位分解{7„|斤乂} : 

7 a 6C~(M,J?), supp7 a CC/ a , 

于是可将表示为 

I 

^ = 2^^ supp7 a o>CZL r a * 

a^A 
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我们定义 

(§•4.3) 


因为 suppw 仅与有限个 R 有非空的交集，所以 （ S . 4. 3) 的右端 
实际上只是有限个积分之和. 

命题 S . 4. 6定义 4. 5不依赖于局部有限的正向图汇和 
相应的单位分解的选取. 

证明 考察 A / 的另一个局部有限的正向图汇 
eB } 和相应的单位分解 


p#C:(M ， R )， supp^CZK^, YjP? 


* 




我们有 


la 


% S 




托 B 


2 v a pp ， p 产 




2 ip 产 


由引理 S . 4. 4 可知 




h A 

Va W = S V a P 产 

* 

2 v a p 产 

aeA J 


利用这些关系，我们得到 


S 


SS [ VaPfi 

A J9 产 1> J 


tfe ^4 兵 e 忍 


SS \v a p^ 

兑 d U A 广 >1 J 


fieB aeA 


h 

S 

/>£Z D J 






为了叙述一般的 Stokes 定理，需要指明定向带边流形在其边缘 
流形上的诱导定向.首先，我们约定记 


R n 



{ (x 0 ， / ， … ， :^ 一 1 ) € 及 11 


> 0 }. 


设 M 是定向的 w 维光滑带边流形，则对于任意的/ >63 Af ， 存在 
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P 点邻近的正向局部坐标图卡使得炉 07) 是皮；中的开 
集合，并且 

<pau n 3M> = <pOJ) n (o x /? a_1 ). 

这里 


OX R nl = 

容易 验证： 对于覆盖了 3 M 的那些局部坐标图卡(％，灼），相应 

的 O 1 ， …，^/^ 1 )构成3财的定向局部坐标.用这样的方式确定 
的 3 M 的定向被 称为： 由 M 的定向确定的的“内向型”诱 
导定向.相反的定向被称为“外向型”诱导定向. 

定理 6. 4. 7( —般的 Stokes 定理）设 M 是一个定向的《 

维光滑带边流形，我们约定赋予 3 AT 外向型”诱 
导 定向. 则有以下一般 Stokes 公式： 


I __ 

J M 


m 


特别地，当 m 是紧致流形时，这公式对任何成立. 


证明设{0^,%) 是覆盖 M 的一族局部有限的可 

数个正向图卡 • 我们将0> 表示成这样一些紧支 n - 1 次形式之 

和 


CO 


IX ， 


使得 




suppco a (ZU af ya^A. 


借助于的坐标，可将％表示成 


n 一 1 


CO 


a 


2(—i y^A x ° a 


« * 攀 


Adx A 


• • * 


Adx 


«—1 


0 


(g^C ： (U a .R) f 


« 


0, 


% mm 


n 


1). 


于是 


dW a 


^ , 0 


o 


7 dx u A 


# # _ 


Adx A 


* # « 


Adjr 


n—\ 


攀 
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对于 




(X 0 , 


X 




n — 1 



)e/r + ， 我们约定记 

…，: r” -1 ) = ( jt 1 ， … ，工 ”一 1 



X ' = (: T 。， … 




0_ = 1 ，…， w — 1). 


还约定记 


一 1 


{ JT ; 


以下分两种情形计算 






M 




情形 L t / a ri 3 A /=0 .对这种情形有 






dco 


M 


m 

a 一 n _i 

jR n 1 


t 



+°° 3^* ^ 

。^ > 


一 1 


d :' + 2 




R 


n—1 




f 


m 









dx 


J 


0 





3 W 


气 • 


情形 2. 关 0 .对这种情形有 


M 


d( °a 




m 


R 


n — 1 


+ °° ^ g 0 


o 


3 x 


o 


dx 


o 


dx f + 0 


eT 


2 g 0 (0 9 x f )dx f 



J 3 M 


在上面的计算中，我们以 （3M 厂表示 3 M 的“内向型”诱导定 
向. 


综合以上两种情形，我们得到 


r' _ 

d<o = ^ 

m 

did )= 

a 

= 2 1 

--1 

* 

CO. 



M 

a^A J 

m J 

9Af 
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术语索引 


按中文首字笔画顺序排列（凡以外文字母开始的词组均归人一画）•每条 


术语后所附数码表示该术语在本书中出现的章，节 


回 


维流形分类 
般 Stokes 公式 

1 的分解 （Partition of unity) 
Borsuk-Ulam 定理 
Brouwer 不动点定理 

c°° 映射 

C 00 同胚 
cr 映射 
cr 同胚 
相容 

Euler 示性数 
Gauss 映射 

I 

Gauss 曲率 
Gauss-Bonnet 公式 
Grassmann 代数 

Hopf 定理 

Jordan-Brouwer 分离定理 
Jordan 曲线定理 
Kronecker 存在性 

Leray 乘积公式 
Lindelof 定理 
Morse 函数 
Poincare-Hopf 定理 


七 ，1 
附录 S 


八 

七 


十一 
十 
十 
十 
附录 
九 






六 

"I"* 


3 


4 




3 

3 


2 


4 

6 


Riemann 度量 
Sard 定理 
Whitney 浸入定理 
Whitney 嵌人定理 

紧致 


四 ，3 
五 ，1 




_ 


子流形 (submanifold) 
子丛 (subbundle) 


~ k * 3 
四 ，3 


四 


_ 


开映射 


支集，支撑集 (support) 二， 4; 六， 1; 


十二 ，1 


从属于 （subordinated to) 

反对称多重线性函数 

区域不变性 

切空间 

切向量 

切向量场 

切丛 


附录 S 

十 ，3 

一， 5 
■ 

I 

，5 


/\ 


U 


内向型”诱导定向 


四 ，2 

九 ， i 


五 


画 


U 


外向型”诱导定向 


外乘积运算 


九 ，1 
附录 S 
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外代数 
外微分形式 
外微分运算 
代数基本定理 
可定向流形 
可微映射 
可平凡化向量丛 
正则子流形 
正则点 （regular point) 
正则值 （regular value) 

正则值原像定理 
正交补丛 
对偁空间 

乎凡丛 (trivial bundle) 
边缘 (boundry) 

边缘点 


六 


画 


仿紧 (paracompact) 

闭映射 
光滑映射 
光滑同胚 
同伦 

同伦的光滑化 
收箱核 （ retract) 

收缩映射 
全空间 
向量丛 
向量场 

多重线性映射 


附录 S 
附录 S 

附录 S 

1 ，2 

九 ，1 

，4 
练习 D 


，3 


五 ，1 
五 ，1 
五 ，1 
四 ，3 

附录 S 
四， 




四 

四 

七 

七 

四 

四 

/\ 


4 


2 


2 


七 


画 


局部 C 同胚 
局部有限性 

局部紧 （locally compact) 
局部坐标图卡 (chart) 


局部表示 
局部平凡化 
局部映射度 
局部相交数 
余切向量 
余切空间 
余切丛 
余切外幂丛 
含参数的横截性定理 


，1 


四 



十一 


4 


附录附录 S 
附录附录 s 

附录 8 
附录 8 


五， 


八 


画 


附录 S 


图卡 (chart) 

图汇 (atlas) 

单位分解 （partition of unity) 
单浸人 

单参数变换群 
底空间 

非退化临界点 
奇映射 

细分 （ refinement) 

定向图汇 
定向■相容 
定向映射度 




四 

A 


九 


3 
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定向环绕数 

九 ，2 

参数化 

七 ，1 

弧长式参数化 

七 ，1 

九 111 

面积形式 (area form) 

十二 ，2 

面积微元 

十二 ，2 

标架场 

四 ，2 

映射的光滑化 

四 ，6 

映射度 

九 ，2 

映射度的积分表示 

十二 ，1 

映射的 Jacobian 

十二 ，2 

带边流形 

(manifold with boundry) 

— ，3 

临界点 (critical point) 

五 ，1 

临界值 (critical value) 

五 ，1 

相交数 （intersection number) 十一 ， 2 

逆函数定理 

一， 1 

十 画 

流 （ flow) 

六 ，1 

流形 （ manifold) 

，3 

流形的匀齐性质 


秩 （ rank) 

- ^，4 

紧生成空间 

三， 3 

沒入 （ immersion) 

p 

— ,4 

授入的典范表示 

— ,4 






画 


第二可数空间 

淹没 (submersion) 

淹没的典范表示 

维数 (dimension) 

常态映射 

(proper mapping) 

唱片引理 


(stack of records lemma) 


— 1 ， 4 
一 ，4 
~ 1 ，3 



五 ，1 


十二画及+二画以上 


嵌入 (embedding) 
超曲面 (hypersurface) 

管状邻域定理 
隞分流形 

黴分流形的单纯剖分 

零截面 

零测集 

模 2 映射度 

模 2 环绕数 

模 2 相交数 

横截性 (transversality) 

横截的典范表示 
横截原像定理 
横截逼近定理 

截面 （cross section) 



五， 3; 五 ，5 
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符号索引 


符号后所附数码表示该符号在本书中出现的章，节_ 


( 带边流形 M 的边缘） 

7( 映射 / 的局部表示） 
rankf/X 可微映射 / 在 /? 

点的秩） 

M p ,T p M (Af 在夕点的 
切空间） 

9 糸 ( 切空间的局部表示映射 ) 
(F 的切映射） 

< ( 集合族的 “ 从属”，又称 
“ 细分”） 

£/ 中心在原点，半径 为尸的 
开球体） 

supp/ ( 函数 / 的支集） 

(紧支光滑函数 

的集合） 

I/I P (/IK 的 C 0 模） 
1/ 旧）（ /1 尺的 C 1 模） 

〜（同伦于） 

S n in 维球面） 

GL(J^) (非退化 AX 是阶 

实数方阵的集合） 

11( 不交并） 

TM ( 切丛） 

Fl ( 子丛厂的正交补丛） 
CV ， C(/) (/ 的临界点集） 


， 3 承（横截 ) 


,4 


,4 




P Jib iJ 


四 

四 


四 

四 

四 

四 

五 


| (r) 


(尸|//的<7*模) 


^ r (r) (/ 〆 ，潘,义，#) 

( 定义 c 强拓扑的基本邻域 ) 

( 即 /|dM) 


五， 

五， 

五， 


五 


一， 5 y(t 0 ) ( 曲线 y ⑴在参数/=化六 


处的切向量） 

suppr ( 向量场 r 的支集 ) 


de g5> (/ ， y) (/ 对 y 的模 2 覆盖八 


/、 


层数） 

Z^ +1 (* n+1 中以 0 为中心 
e 为半径的闭球体） 
$( 沪 + 1 中以 0 为中心£为 

半径的球面） 

w 2 {f,z) (/ 对 Z 的模2环 


A 


A 


八 


绕数 ) 


R 


1+« 



R 


1+» 


九 


Sgn/ 


deg(/^) (/ 对 ^ 的覆盖层数）九 


W(f,z) (/ 对 t 的环绕数 ) 
d(f 

( 即 a\n) 

difM.A) 


九 




十 
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7 2 (/,5) (/ 与 S 的模 2 十 一 ，1 
相交数） 

Sgn(f,S) p (f 与 S 在/>点 十一 ，2 

的相交符号） 

/(/,5) (/ 与 S 的相交数）十一 ，2 
HfM.S) (/ 在 上与 S 十一 ，3 

的相交数） 

ind^y ( 向量场 V 在孤立零十一 ，5 
点 /> 的指标） 

%<M ) (流形 M 的 Euler 十一 ，6 

示性数） 


suppw ( 微分形式&的 

十二， 1 

支集） 



十二， 1 

Kix) (Gauss 曲率） 

十二， 2 

rfM ( 余切空间） 

附录 S 

m ( 余切丛） 

附录 S 

八 ^ t^a/ ( 余切外幂空间） 

附录 S 

( 余切外幂丛） 

附录 8 

A ( 外乘法） 

附录 S 

d ( 外微分运算） 

附录 S 


秦 
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